Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commcrcial parties, including placing technical restrictions on automatcd qucrying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send aulomated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct andhclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers reach new audiences. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http : //books . google . com/| 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Urheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in partnerschaftlicher Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche für Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials für diese Zwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch fiir Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .corül durchsuchen. 



f 



T^aiV<t,5't^,.0\'S 



SCIENCE CENTER LIBRARY 

BÜU<iHT WITH THK INCOME 

FUOM THK UEQUKST OF 

PBOF. JOHN FABBAB, IX.D., 
EUZA FARBAB, 



il--- f 



o 



DIE COMPLEMENTÄKFLÄCHEN DEß PSEUDO- 

SPHAßlSCHEN EOTATIONSFLÄCHEN UND 

IHR ZUSAMMENHANG MIT ALLGEMEINEßEN 

PSEUDOSPHAßISCHEN FLÄCHEN. 



INAUGUKAL-DISSERTATIOK 

ZUR EELANGUNG DER PHILOSOPHISCHEN DOCTORWÜRDE 

WELCHE HIT OENEHHiaTTNä 

DEB HOHEN PHILOSOPHISCHEN FACULTÄT 
DER VEREINIÖTEN FRIEDRICHS-UNIVERSITÄT HALLE -WITTENBERG 

ZUGLEICH MIT DEN ANGEHÄNGTEN THESEN 

AM DONNERSTAG, DEN 1. AUGUST 1901, VORMITTAGS 11"-, 
ÖFFENTLICH VERTHEIDIGEN WIRD 

OEORO BOLKE 

AUS NEÜSTETTIN. 



MIT EINER LITHOGRAPHTRTBN TAFEL. 



OPPONENTEN: 
HERR Dr. phil. HUGO SCHULTZE. 
HERR CAND. MATH. FRITZ RIEDEL. 



< ■•■ > 



HALLE A. S. 

1901. 




' •.\ %i%\o\^Z 



/.^nI ^'A-- ^Ot ' •; 











DBUCK TON B. a. TEUBNEB IN LEIPZIG. 



MEINER MUTTER 

GEWIDMET. 



Einleitung. 



Die Bestimmung specieller Flächen vom konstanten nega- 
tiven Krümmungsmass — -^ kommt auf die Lösung einer 

Differentialgleichung 2*®' Ordnung hinaus, und zwar lautet die- 
selbe, wenn uv äie Parameter der Erümmungslinien sind, 

ö-y — ^-T = -^ sm «c; cos w , 

oder wenn pq die Parameter der Asymptotenlinien sind, 



d^w 



1 • . ^ 
= -pj sin 2m;, 



dpdq B' 

wo 2 m? den Winkel der Asymptotenlinien bedeutet. Einer 
Lösung w = fu entsprechen die Rotationsflächen, einer Lösung 
^ s= f(u cos a + t; sin a) die Schraubenflächen. In den „Nach- 
richten der königl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen 
vom Jahre 1868^' hat Enneper die Flächen constanten Krüm- 
mungsmasses, welche eine Schar ebener und diejenigen, welche 
eine Schar sphänscher Krümmungslinien besitzen, näher unter- 
sucht; die ersteren entsprechen einer Lösung ig — = JJ'V, wo 

U allein Funktion von w, V allein Funktion von v ist. 

Einen neuen Gesichtspunkt führt Bianchi ^) in die Theorie 
der pseudosphärischen Flächen ein, indem er eine (bekannte) 
pseudosphärische Fläche als den einen Mantel der Evoluten- 
fläche einer Weingartenschen Fläche auffasst und nach dem 
zweiten Mantel, der sog. Complementär- oder Ergänzungsfläche 
der ersten, fragt; in dem Falle, d*ass für die Evolventenfläche 
die Beziehung r^ — rg = iJ (r^ r^ Hauptkrümmungshalbmesser) 
besteht, ist die Complementärfläche ebenfalls pseudosphärisch. 

1) Math. Annalen Bd. XVI, Vorlesungen über Differentialgeometrie 
Kap. IK. 
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Dieses Resultat lässt eine Erweiterung mit Hilfe der Theorie 
der Strahlencongruenzen ^) zu; man betrachtet die erste Fläche 
als den einen Brennfläeheäimantel eines pseudosphärischen 
Strahlensystems ^) und sucht den zweiten Brennflächenmantel, 
welcher ebenfalls eine pseudosphärische FULche ist, zu be- 
stimmen. Diese Aufgabe, welche auf eine totale Differential- 
gleichung 1*®' Ordnung führt, hat Bianchi für die specielle 
Annahme durchgeführt, dass die erste pseudosphärische Fläche 
sich auf die Z-Axe zusammenzieht*); auf diese Weise be- 
stimmt er die Complementärfläche der Pseudosphäre. 

In der vorliegenden Arbeit wird, nach einer weiteren Aus- 
fuhrung der soeben erwähnten Bianchischen Ergebnisse,, die 
Differentialgleichung aufgestellt, von welcher die Bestimmung 
des zweiten Brennflächenmantels abhängt, wenn der erste 
Mantel eine pseudosphärische Rotationsfläche ist; dieselbe ist, 
wenn es sich um Complementärflächen handelt, durch Quadra- 
turen lösbar. 

Die Complementärfläche der Pseudosphäre ist ja bereits 
bekannt; es werden aber auf diesem Wege auch die Comple- 
mentärflächen der beiden andern Rotationsflächen gewonnen; 
dieselben sollen femer genau discutiert, und da sie sich als 
specielle Fälle der Enneperschen Flächen mit einer Schar 
ebener Krümmungslinien ergeben, mit diesen in Beziehung 
gebracht werden. Im Anhang endlich ist eine Erweiterung 
der Ergebnisse kurz angedeutet. 

I. Psendosphärische Flächen im allgemeinen; der Satz von 
Bianchi ; Psendosphärische. Strahlensysteme. 

Da alle Flächen von demselben konstanten Erümmungs- 

mass — = auf einander und auf eine gewisse Rotationsfläche 

abwickelbar sind, so lassen sie sich nach der Umkehrung des 

1) Kummer, Allgemeine Theorie der geradlinigen Strahlensysteme 
(Grelles Journal Bd. 67). Bianchi, Diff.-Geom. Kap. X. 

2) Bianchi, Diff.-Geom. S. 282 f., S. 451 f. 

3) Dieser Fall entspricht der particulären Lösung w = der 

3^ to 3^ w 1 
charakteristischen Differentialgleichung : ^—5- — -k— ^ '^ r« sin m; cos w . 
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Weingartenschen Satzes als Evoluten von TF- Machen auffassen. 
Bildet man das Linienelement einer beliebigen pseudosphä- 
rischen Fläche in orthogonal -geodätischen Koordinaten, so 
lässt sich zeigen^), dass man dasselbe auf eine der drei charak- 
teristischen Formen 

e^+e ^J dv^ = du^+ cosÄ» ^ dv\ 

hyperbolischer Typus 

(u_ ü\^ 

e^'-e "") dv^ = du^ + sin h^ -^ dv\ 

elliptischer Typus 

IIL dB^ = du^ -\- e^ dv^y parabolischer Typus 

bringen kann, je nachdem nämlich die geodätischen Linien 
sich in einem imaginären, reellen und im Endlichen gelegenen, 
oder unendlich fernen Punkte schneiden. Jeder dieser drei 
Formen entspricht eine pseudosphärische Rotationsfläche von 
demselben Typus. Wie aus den Formeln I, II, III folgt, 
ist es möglich, eine beliebige pseudosphärische Fläche so auf 
eine Rotationsfläche abzuwickeln, dass eine beliebig gewählte 
Schar von geodätischen Linien auf der ersten Fläche den 
Meridiankurven der Rotationsfläche entspricht. Da die Parallel- 
kreise constante geodätische Krümmung besitzen, so muss 
dasselbe für die zu den geodätischen Linien orthogonalen Kurven 

gelten, und zwar ist die geodätische Krümmung < , > ? = ;»■ 

je nachdem das Linienelement die Form I, II, III besitzt. Aus 
dieser letzten Bemerkung ergiebt sich der Satz, dass, wenn 
eine pseudosphärische Fläche so auf eine Rotationsfläche ab- 
gewickelt werden soll, dass eine gewisse Schar von geodätischen 
Linien in die Meridiankurven übergeht, diese Abwickelung nur 
auf. eine der drei Arten möglich ist^). 

Wir betrachten jetzt eine pseudosphärische Fläche, deren 
Linienelement eine der drei typischen Formen I, II, III hat, als 
den einen Mantel der Evolutenfläche einer TT- Fläche und 



1) Bianchi, Diff.-aeom. S. 189. 

2) Darboux, Le9ons sur la Theorie G^ndrale des Surfaces Bd. HI, 
S. 388 f. 
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fragen nach den Beziehungen der Hanptkrümmangshalbmesser 
der Evolventenfläche und dem Linienelement des zweiten 
Mantels. 

Die Linienelemente der beiden Mäntel der Evolutenfläche 
einer TF-Fläche kann man allgemein in der Form 

schreiben^), wo uv die Parameter der Erümmungslinien^ r^r^ die 
Hauptkrümmungshalbmesser der TF-Flächen sind. Aus diesen 
Formeln folgt sogleich, dass je nachdem das Linienelement 
der pseudospharischen Flächen die Form 1, 11, III hat, zwischen 
den Hauptkrümmungshalbmessem der Evolventenfläche die Be- 
ziehungen: 

L ^1 — ^a = JR cot h -^ — 

III. r^-r^-=R 

bestehen und das Linienelement des zweiten Mantels sich resp. 
auf die Form 

I. ds,' = dr,' cot h^ 4^ + — ^ 

Bin Ä* -^H^ — 
Jti 



IL ds,' ^ dr.Hg ¥ '-^ + 



dv' 



cos h* -i-^ — 

IIL ds^^ = dr^^ + e ^ dv^ 

bringen lässt«). . 

Diese Formeln enthalten den Satz von Bianchi: Die Com- 
plementärflächen einer pseudosphärischen Fläche sind, je nach 
der Wahl der geodätischen Linien, in Bezug auf welche die 
zweite Fläche die Gomplementärfläche der ersten ist, auf die 
Rotationsflächen der verkürzten, verlängerten, gewöhnlichen 
Tractrix abwickelbar. 



1) Bianchi, Diff.-Geom. S. 247. 

2) Bianchi, Diff.-Geom. S. 2^4. 
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In dem Falle also^ dass die geodätischen Linien parallel 
laufen^ besitzt die Oomplementärfläche dasselbe constante nega* 

tive Bjrümmiingsmass — •^' Es ergiebt sich in diesem Falle 

eine sehr einfache Konstruktion der Complementärflache^): 
man braucht auf den Tangenten der geodätischen Linien nur 
die constante Strecke R vom Berührungspunkt aus abzutragen, 
dann bilden die Endpunkte dieser Strecken die Complementär- 
fläche. Die zu den geodätischen Linien orthogonalen Kurven 
sind Grenzkreise^ d.h. besitzen die constante geodätische Krüm- 

mung -^ • Aus der allgemeinen Theorie der TF"- Flächen weiss 

man, dass sich auf den beiden Mänteln der Evolutenfläche die 
Asymptotenlinien entsprechen^)*, in dem speciellen Falle, dasd 
für die TF-Flächen die Beziehung r^ — rg = i? gilt, entsprechen 
sich auch die Krümmungslinien ^). 

Das letzte Resultat lässt eine Verallgemeinerung durch 
die Theorie der Strahlencongruenzen zu. Bekanntlich versteht 
man unter einem Strahlensystem die „Systeme von doppelt un-^ 
endlich vielen Geraden, die so im Räume verteilt sind, dass 
durch jeden Punkt des Raumes oder eines gewissen Raum- 
gebietes eine Gerade oder eine endliche Anzahl von Geraden 
des Systems hindurchgeht" und betrachtet in Verbindung mit 
einem solchen folgende fünf Flächen: 1) die beiden Grenz- 
flächen oder den Ort der Grenzpunkte, wo man unter den 
„Grenzpunkten" eines Strahles diejenigen „Fusspunkte der 
kleinsten Entfernungen" zwischen diesem Strahl und allen un- 
endlich benachbarten versteht, zwischen welche alle übrigen 
„Fusspunkte der kleinsten Entfernungen" fallen; 2) die beiden 
Brennflächen oder den Ort der (reellen oder imaginären) Brenn- 
punkte, wo man unter „Brennpunkten" diejenigen Punkte des 
Strahles versteht, in welchen derselbe von zwei consecutiven 
Strahlen geschnitten wird; 3) die Mittelfläche, d. h. den Ort 
der gemeinschaftlichen Mittelpunkte zwischen den Grenz- und 
Brennpunkten. Im Falle, dass die Grenz- und Brennpunkte zu- 



1) Bianchi, Diff-Geom. S. 247 f. — Math. Ann. Bd. XVI. 

2) Bianchi, Diff.-Geom: S. 241 f. 

3) Bianchi, Diff.-Geom. S. 243 f. 
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sammenfallen, geht das Strahlensystem in das Normalensystem 
einer (und damit unendlich vieler paralleler) Fläche über. 

Unter pseudosphärischen Strahlensystemen versteht man 
solche, deren Brennflächenmäntel pseudosphärische Flächen 
sind; auf diesen entsprechen sich die Krümmungs- und Asymp- 
totenlinien*, die pseudosphärischen Strahlensysteme sind da- 
durch charakterisiert, dass sowohl die Entfernung der Grenz- 
punkte R, als auch die Entfernung der Brennpunkte 12 cos ^ 
constant ist^). 

Wir nehmen nun den ersten Brennflächenmantel als 
eine bekannte pseudophärische Fläche an und suchen den 
zweiten Mantel zu bestimmen. Bevor wir jedoch dazu über- 
gehen, wollen wir zunächst ganz allgemeine für pseudosphä- 
rische Flächen giltigö Formeln aufstellen, wenn dieselben auf 
ihre Erümmungslinien u, v bIs Koordinatenlinien bezogen sind. 

Das Linienelement einer TF-Fläche bezogen auf ihre Krüm- 
mungslinien als Koordinatenlinien lautet, wie aus den ersten 
beiden sog. Fundamentalgleichungen folgt ^):* 

ds^ = ri^e*^''»-''^ du^ + r^ e ^''-''^ dv^ = Edu^ + GdvK 
Da r^r^, = — B* ist, so folgt 

da jB + 6r = 1 ist, führen wir eine neue Variable w ein durch 
die Gleichung: 

(1) jB = Gos^w^ G = sin^w;. 

Bezeichnen wir jetzt mit D If D" die Fundamentalgrössen 
2*®' Ordnung, mit r^ r^ die Hauptkrümmungshalbmesser der 
pseudosphärischen Fläche, so folgt: 

(2) ri = i2cotec;, r^^ — JRtgw;, 

7^ 1 1 

2) = — == == ^ sin M? cos Wj 

(3) '^ "'-'' ^ 

Tf' = — = *= — ^ sin w; cos w. D' == . 



1) Bianchi, Diff.-Geom. S. 282. 

2) Bianchi, Diff.-Geom. S. 260. — Knoblauch, Einleitung in 
die Theorie der krummen Flächen, S. 225. 
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Die dritte Fundamentalgleichung^ die sog. Gauss'sche Re- 
lation^ giebt für w folgende charakteristische Gleichung: 

2w ist der Winkel der Asymptotenlinien. 
Die sog. ChristoflFerschen Symbole^) 

IVI-f.> IVI-^.. (VI- '.M'/l -•'.'. (VI-'.". 

(V)-'." 

lauten für unsere Gleichungen: 



(5) 



j sirLwdw j cosw dw j, 9,mwdw 



sin «7^1*' ^ coswdu^ * sinw^t;' 

Es mögen mit XYZ, XTZ\ X'T'Z'' die Richtungs- 
cosinus der Flächennormale, der Erümmungslinien v und u be- 
zeichnet werden, dann ergiebt sich: 

Z, 1 dx -^ff 1 dx j dx -v-/ 

= ö— j X = -; — ^— oder ^— = cos t<;X , 

^. co^wou^ «mwou du ' 

^ "^ dx . ^n 

^— == sin w; A ; 
/„v d'K sin t(7 ^ dX cosw y" 2\ 

Wegen der allgemein für die Cartesischen Koordinaten 
einer Fläche geltenden Gleichungen^) folgt: 



1) Bianchi, Diff.-Geom. Eap. ü. Knoblauch bezeichnet die 
Christoffeischen Symbole mit J^J^'- •, s. Flächentheorie § 28. 

2) Knoblanch S. 116 Form. 2. 

3) Die betreffenden Gleichungen lauten (Knobl. Fl.-Th. S. 78). 

^t*' ^ du ^ dv dudv ' ^ ^t* ' ' öt? 

X TV' "V 1 T" ^'^ I T" ^*^ 

Öl?" ^ ^ du ^ * dv 

Da IX »s für Erümmungslinien ist, und für pseudosphärische Flächen 
«7"j = Ji' , «7j «BS Jj", so gelten für die Cartesischen Koordinaten der 
pseudosphärischen Flächen folgende Differentialgleichungen: 

d^x ,dx ,dx ^'ä; , a*a; __ ^ ^ arc aaj 

dudv ^"^^ du'^*'* Tv' dü^'^W^'^ *'^d^'^ ^di' 



12 — 



(8) 



(9) 



du 

dx' 

du 



Bin w 



M 



dw 

dv 



X + ^ X", 



dw ^, 



oX 

dv 

dX' 

dv 



dw ^„ 



COQW 



B 



■y dW^ -y^f 

du 



Die Formeln (1) bis (9) gelten ganz allgemein für pseudo- 
sphärische Flächen; für den Fall, dass wir es mit Rotations- 



dw 



flächen zu thun haben, wird ö— = ^i^d ii2lq}i (4) 



(10) 



dw 
du 



= + -^l/sin^M? — Cy 



B 



wo das positive Zeichen der Quadratwurzel gewählt ist, c eine 
willkürliche Constante bedeutet. 

Die Cartesischen Koordinaten einer Rotationsfläche kann 
man schreiben: . 

^ = 77 siii ^ cos {C^v)y y =- -7^ smw sin {G^v)y z = Fu. 



Berücksichtigt man, dass 



dw 



E = cos^Wj G = 8m^Wy -j- = -^y^iii^w 



du B 



sein muss, dass ferner die allgemein für Cartesische Koordi- 
naten geltenden Gleichungen (vgl. Anm. 3 S. 11) befriedigt 
sein müssen, so erhalt man folgende Formeln: 



von den beiden Vorzeichen muss das positive gewählt werden, 
damit die Gleichungen (8), (9) identisch befriedigt werden. 
Man erhält für Rotationsflächen also folgende Formeln: 



(11) 



X = 



< ii =. 



B 



y 



z = 



yi — c 

B 



sm w cos 



sm w sm 



1/1 ~c 

/^coB^ wdu 

~Jyttt' 



f yi—cv \ 

. /Vi — c-«\ 
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(12) 



(13) 



X' = 



yi—e 



• ysai*w — c -cos ( p^*' ) ' 



T 



yi—c \ B / 



Z' 



costo 



X" — sin (^il^ij:^ 

_F'=oos(l^), 



Z"= 0. 



(14) 



X = 



r = 



COS«(? 



cos 



Z 



yi— c 

cos M7 . /l/fZI 

-7= • sm I IL^ 

1 






VT=^ 



j/sin^M; — c. 



. Bringen wir das Linienelement QXi%^wdv?-\'^\v?wdv^ auf die 

Form du^-\-fu^dv^j so wird /"i^i« -^ \J^ , ^ ^^j , daraus folgt: 

Ist c < 0, so haben wir es mit einer Rotationsfläche vom ellip- 
tischen, ist c > 0, so mit einer solchen vom hyperbolischen 
Typus zu thun. Aus den Gleichungen (11) folgt sodann noch: 
Ist c < 0, so darf es jeden Wert von bis oo annehmen, 
ist aber c > 0, so muss es ^ 1 sein, damit man för reelle 
Werte von u und v reelle Flächen erhält. 

Es sei jetzt eine Fläche 8 als bekannt angenommen; denken 
wir uns auf derselben die parallelen geodätischen Linien ge- 
zeichnet und auf den Tangenten derselben vom Berührungs- 
punkte F{xyz) der Fläche S das Stück B cos 6 abgetragen, 
so werden die Endpunkte dieser Strecke den zweiten Brenn- 
flächenmantel des durch die Tangenten gebildeten pseudo- 
sphärischen Strahlensystems bilden; seien die Koordinaten eines 
entsprechenden Punktes F^ dieser Fläche mit x^y^e^ bezeichnet, 
so wird: 
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3% «-= Ä + ü COS <y COS (BX) , 

y^ = j^ 4- JR COS 6 C08 (BT) , 

z^=^ z + B cos tf cos {BZ) , 

wo cos BX, cos BY, cos JBZ die Bichtangscosinus der Ver- 
bindungslinie jPjPi zweier entsprechender Ponkte sind. 

Bezeichnet man den Winkel, welchen die Verbindungs- 
linie FF^ oder die Richtung der durch diesen Punkt geh^^den 
geodätischen Linie der Schar mit der Richtung der Erümmonga- 
linie v auf 8 bildet, mit w^, dann ergiebt gich der Wert von 
cos (ÜX) ••• mit Hilfe der Formeln der sphärischen Trigo- 
nometrie und man erhält: 

(15) a?! = a? + ü cos 6 (X' cos w^ + X" sin w^ , 

y^^y + B cos 6 {Y cos w^. + ^ sin w^) , 
jg^ ^ + B cos 6 (Z' cos w^ + Z" sin Wi) . 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 
die Fläche 8^ der zweite Brennflächenmantel zu 8 und selbst 
pseudosphärisch ist, wird, da nach S. 9 die Kuryen u, v auf 
8^ auch Erümmungslinien darstellen, durch die Qleichungen: 

(17a) Ei + Gi = l und 

(17 b) F^^O 

ausgedrückt. 

Mit Hufe der Formeln (6) (9) erhalten wir für ^, ^ 
die Ausdrücke: 

(17) ^^ = ÄX + A,X' + A,X", 



dv 
wo: 



= JBX-f BiX' + 5,X", 



1) Diese Gleichung ist die Bedingung dafür, dass die Gerade FF^ 
auch die zweite Fläche berührt. 



/ 
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(18) 



(19) 



A = cos 6 cos % sin w, 

A^. = cos w — M cos 6 Sin w^ ( -^ + g- j , 

jIj = jR cos 6 cos M?! ( ^ + ^j . 

f B = — cos <y sin w?i cos m; , 
B^^^Bcoaö sin w^^ (^-^ + ^j , 

.Bg =» sm m; + jR cos <y cos t<;i I y* + ö- I , 
JEj + G^i = 1 giebt die Bedingung: 
(20) Fl? cos 6 l-^ + ^] — sin w^ cos «; | — sin* 6 cos* m?i sin 

+ rjBcos<y(^ + -^) + cos «?! sin m;1 — sin*<ysin*tc;iCOS*M7=0. 

Die Gleichung (16) lässt sich wegen Gleichung (18), (19) 
in der Form schreiben: 



w 



cos w^ sin w^ 
B B^ B^ 



= 



+ 



(21) — A (sin w cos w^-^- B cos 6 ( y^ + ^j j 

5 ( COS <y (-^ + K- 1 — cos «c; sm M?! 1 = 0. 

Aus Gleichung (20), (21) folgt, dass die notwendige und 
hinreichende Bedingung dafür, dass 8^ die verlangte Fläche 
ist, durch die Gleichungen ausgedrückt wird: 

ic cos 6 ( yi + g— j = sm w^ cos «c; + sm <y cos w^ sm «c;, 

it cos 6 \r^ + «— l = — cos w^avn.w— sm <y sm w^ cos w. 
Die Bedingung F^^O ist identisch erfüllt. 



(22) 



n. Complementärfläche der psendosphärischen Rotationsfläche 

vom elliptischen Typns. 

Es soll jetzt die Differentialgleichung (22) für tf = in- 
tegriert, sodann zunächst unter der Annahme c < die For- 
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mein für die Complementärfläche der Botationsfläehe vom 
elliptischen Typus aufgestellt werden, endlich die Fläche dis- 
kutiert und auf das gegenseitige Entsprechen der Rotations- 
fläche und ihrer Complementärfl.äche hingewiesen werden. 

Unter der Annahme 

^ ov 'au B ' 
geht Gleichung (22) über in: 



(23) 



dw. 1 

* = ^ cos w 



sinwi du B 

dw, 1 ^/ . o 1 

-Q-^ « . — — y sm^M? — c — ^ cos w;. sinw;. 
ov B ^ . B ^ 

Setzt man 
tg -^ = ^. , also -; — - = -r-, cos w. = . , . a , smw?. = ^ . . , , 

so folgt aus der ersten Gleichung (23): 

^1 = (sin w + ysin^«<7 — c) • -y^ , 

wo F allein als Funktion von v aus der zweiten Gleichung (23) 
zu bestimmen ist: 

^ = - »97- {y sm^w; - c + sinw 



siawi dv B2ti 

^+ t^ (ysm^w — c — sin w) } , 

dv ^2JB^'^ , ■^>'' 

F— 1 -Ä- + ^ 

= 6 



F+1 

Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung (23) 
lautet mithin: 

tg -^ == fi = — ("/sin^tc; — c + sin ti;)- 

(24) ''^2ä'^2, ~'^^2ä'"2 

^'^ 2ä"^2 '^2/2 2 

e — C 

Die willkürliche Constante C hat keine geometrische Be- 
deutung, da sie durch eine Transformation für v von der 
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Form i^ + C = t?! verschwindet; wir wollen daher C =» 

setzen. 

Da in den Werteiv für ^i, je nachdem c< oder >0 ist, 
die Grösse v das eine Mal in trigonometrischen, das andere 
Mal in hyperbolischen Punktionen vorkommt, wollen wir^ um 
die Übersicht nicht zu erschweren, bereits jetzt eine Unter- 
scheidung der beiden Fälle durchfuhren und die weiteren 
Untersuchungen für die Complementarflache der Rotations- 
fläche vom elliptischen Typus c < durchführen. 



(25) 



1. Formeln. 

Wir setzen, c = — c^, wo c^ > ist, dann wird: 

(%)■ 



^1 == ~j= (ysin^w + q + sin w) 
yci 



cos 






h 



y sin' w + Ci + sin w cos* -ö~»~ 

in Z — 1 



ysin'w + Ci — sinio sin' ^ ^ 



Führt man zur Abkürzung folgende Bezeichnungen ein; 



(26) 



(27) 



( ^1 = 



1 , 1 . . 

, cos v« cos Vi + -7=: sm i?« sm v, 



' y^r=n 



1 . .1 

sm xi^ cos Vi + -7= cos v« sm v. 



so erhalten wir aus den Gleichungen (15), (1), (2) folgende 
Formeln: 



(28) 



«< = 



— JBc, • F, 



Vx 



ysin* tu + Cj 4" sin w cos v^ 



)/sin* io + Ci + sin «<? cos Vj 



, JB cos w "l/sm* w + c, cos r, + sin to 

^1 = ^ + , j = = ^—^ 

yci + 1 ysin* w + Cj + sin «7 cos r^ 



B o 1 k e , Gomplementärflächen. 



2 
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(29) 



(30) 



\^-THy L y sin' to + q + sin to cos v^ J 

j/cj sin t?i 



2 



+ sin 
w cos 

y^ • sin t?i "** 



}/sin* w + ^1 + 8111«; cos 



d 



r,' = —■ JB tg M?i = JR • 



y^sint?! 



y8in*wj + Cj cos v^ + sin w? 

Femer wird, unter Berücksichtigung der Formeln (17), 
(18), (19), (23): 

1 dx^ 



(31) 



Z/ = 



(32) 



Z/' = -. 



COS w^ du 
= sin w; X + cos w (X' cos w^ + X'' sin w^ 

1 ^a?! 



sin t(7j dv 

= — cos w; X + sin w; (X' cos w^ + X" sin w^ 

(33) Xi = cos w^ X" — sin w^ X' 

und je zwei analoge Gleichungen für F, Z. 

Bevor wir zur Diskussion der Fläche übergehen, wollen 
wir noch die elliptischen Integrale ausrechnen, d. h. w und z 
als Funktion von u darstellen. 



2. Bereohnung der elliptisohen Integrale. 
Um das Integral 1 ^ s = = !Lt?fö ^-^ ^^ Normal- 

J ysin* w + Cj -^ 

form von Weierstrass zu bringen, setzen wir sin^t«; = ^, dann 
wird '' + ''^ = C-==Jl 

} ^^ ^ ^ y setzen 



Bezeichnen wir mit s die Funktion 



^— l = m(5 — ej, ^ = m(s — 62), ^ + c^ = m(s — 63), 
wo e^>e^> 63, ^1 = p(o, ^2 = ^ (o + o'), ^3 = (pto 

und ^1 + ^2 + Ö3 = ist, verfügen femer über die willkürliche 
Grösse m so, dass m = 1 wird und bestimmen die Con staute 
Uq so, dass für m = 0, sinw; == 1 wird, so erhalten wir folgende 

Formeln, wenn wir noch zur Abkürzung »^ = w^ setzen: 



(34) 
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^ — 1 = — cos* w = p(wi + oj) — ^1 = — (t*i + (o) 
t = sin^M? = ^(% + a>) — ^2 === ~ (^1 + ^) 



^ -f Ci = sin^M? + Ci = J3(t*i + o) — «8 = -^ (^1 + <») 



;ef 



wo die willkürliche Constante so bestimmt ist, dass für w = 
0^0 wird, 1^1 = — ö. 

Man sieht sogleich: Damit reell bleibt, wir es mithin 
mit einer reellen Fläche zu thnn haben, muss u^ rein imaginär 

sein. Für die Vorzeichen von sin^, cosm;, Ysin^w + c^ be- 
darf e» noch einer Entscheidung : Ysin^w + c^ ist stets > 0, 
hat daher, welche imaginären Werte % auch annehmen mag, 
immer dasselbe Vorzeichen, es sei das positive gewählt. Wenn 
u^ von bis 2 c/ variiert, so wird cosw; nur für die End- 
punkte des IntervaUes gleich 0, hat also sonst immer das^ 
selbe Zeichen, sin w wird für % = ± co' gleich 0. Wenn wir 
jetzt festsetzen — was wir ohne Beschränkung der Allgemein- 
heit thun können — dass sin w für das Intervall u^ von — o' 
bis + co' grösser als ist, so sind die Vorzeichen von sinw; 
für die Intervalle — 2ai' bis — o', o' bis 2g/ die negativen; 
aber auch über das Vorzeichen von cosm; haben wir damit 
entschieden, wie folgende Betrachtung lehrt: sinw; als Funktion 
von Uy betrachtet, hat für ti^ = seinen grössten Wert und 
nimmt, während % sich von bis 2(o' bewegt, ab von -f-1 

r • -t • j_ ^ ^ Si^l W? 1 /~* — 9 ; j • 

bis — 1: es ist nun aber — ^ = ^ cosm; ysurw + c^, diese 

' du B '^ ^' 

Grösse muss für das betrachtete Intervall der Grösse u^ kleiner 

als werden; setzt man ü > voraus, so wird für das Inter- 

2* 
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vall % von bis 2(d', cos««;<0, also u^ von bis —2(o 
cos«(;>0. Somit erhalten wir folgende Tabelle: 
Bewegt sieb 

Wi von — 2oj'bis — o', — cj'--- 0, 0---+(d', oj'-«-2o', 

so bewegt sich 

sin w von -- 1 „ 0, • • + 1^ + 1 • • 0, • • — 1 

und 

cosm; „ „ +1, +!•• 0, 0.. — 1, — 1-. 0. 

Hätten wir B<0 angenommen, so würden wir dieselbe 
Fläche erhalten haben, nur gespiegelt gegen die XZ- und 
rZ-Ebenen. 

Aus den vorhergehenden Betrachtungen geht hervor, dass 
wir das Intervall von u^ beschränken können auf — 2(ö' bis 
+ 2aj'. 

8. Diskussion der Fläche. 

Zur Diskussion der Fläche benutzen wir die Gleichungen 
(27), (28), (29), S. 17, 18; aus (27) folgt: 

(38) F.« + K^ = ^1 + «^^' ^ . 

Wir setzen ferner: ♦ 

(39) r.^y^M^i^^i?)/;:^. V2+7:-' , 

r c^ -f- 1 y sin' w + c^ + sin w cos v^ 

(40) *. n ^ /V + V 

sin flp. = * — • 

Aus (40) folgt: Die Erümmungslinien v =■ const. liegen 
in Ebenen, welche sämtlich durch die Z-Axe, die sog. Flächen- 
axe, gehen. 

Aus (28) und (29) kann man die singolären Kurven auf 
der Fläche erkennen. Es folgt: 

Die Kurven 

(41) ^1 = 0, 7t - ' ' Jcx und ysin*w; + q cosvj + sinw; = 

sind singulare Kurven der Fläche. 

Da für WjL = 0, j8f = 0, für w^ = 2aj', cosw; = 0, also 

£r = ^8^0 = ^* (2^^ fij' + 2ri') und Z^ = wird, so folgt für 
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die beiden Erümmongslinien u^ = 0, 2ca' das Ergebnis: Die 
beiden Erümmungslinien w, welche den Werten m^ = und 2(o 
entsprechen^ liegen in zwei einander parallelen und zur Flächen- 
axe senkrechten Ebenen; die Entfernung dieser Ebenen ist 

0\^== -j=z=i(2e^G3 +2r(), also ebenso gross wie die Ent- 

femuncr der beiden sininilären Parallelkreise bei den Rotations- 
flächen; aber wahrenädort die Ebenen dieser Kurven die 
Rotationsfläche berührten^ schneiden sie hier die Flache unter 
rechtem Winkel. Dasselbe gilt fQr alle Erümmungslinien 
u^=^2n(Oy wo n eine ganze Zahl ist. 

Bestimmung der Symmetrieebenen der Fläche. 
Setzt man — u statt Uy so bleibt nach S. 17 x^y^ ungeändert, 
z^ geht in — z^ über, dasselbe geschieht für zwei Werte in 
gleicher Entfernung von 2ai', also für 2a>'— m^ und 2©' + u^. 
Setzt man für v, — v, so bleibt x^e^ ungeändert, y^ geht in 
— j/i über. Aus diesen Bemerkungen folgt: 

Die Xlr-Ebene und alle im Abstände 

yci + i 

parallelen Ebenen sind Symmetrieebenen der Fläche. Es ge- 
nügt daher, das Intervall von u^ zu beschränken auf bis 2o)', 
da der dem Intervall bis — 2aj' entsprechende Teil der 
Fläche durch Spiegelung gegen die XY- Ebene sich ergiebt. 
Auch die XZ-Ebene ist Symmetrieebene der Fläche. 

Es soll jetzt der Nachweis geführt werden, dass auch 
jede durch die Axe geheiide Ebene, welche den Werten 
v^^kn (Ä; eine ganze Zahl) entspricht, eine Symmetrieebene 
der Fläche ist. Zu dem Zwecke bilden wir F^, Fj, rCj, y^, ^erj, r^, (p^ 

für einen Wert v gleich — r= v und bezeichnen alle auf 

diesen Wert bezüglichen Grössen mit Strichen. Man erhalt: 

<=^(^-'')-2^^-''- ^o ^x^^ysi ist. 

cos v/ ~ cos t?i, cos Vj' = cos (2 Cj — v^y 
sin v^ = — sin v^, sin v^ = sin (2 C^ — ^2); 
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also 



^1 ==^i; ^i=^i> 



F/ == cos (2 Ci — Vg) cos ^1 — sin (2 C^ — v^ sin v^, 

F2' == sin (2 Cj — Vg) ^^s ^1 — 7=^ ^^s (2^1 "~ '^2) sin '^u 

oder 

I F/« cos2CiFi~sin2CiF2 

F/ = — cos2Ci F2 - sin2CiFi. 

Aus diesen Gleichungen folgt: 

x^ = cos 2 C^a?! + sin 2C^y^, 

y^ = sin 2Cia?i — cos 2Ciyi 
und 

x^^^ F/_ sin(2fi-y,) 

^g 9^1 — v^' — co8(2 Ci ~ <pi) ' 

9i'+ 9i = 2Ci + 2fc:r. 

Diese Formeln lassen erkennen, dass die Ebene v^ = ä 
und daher jede Ebene v^^^Tcx Symmetrieebene der Fläche 
ist; es genügt daher, die Variabilität von v zu beschränken 

auf bis --= (v^ = n). 

Zur Abkürzung wollen wir den Winkel g> einer Ebene v 
mit der X^- Ebene mit „Azimuth% das dem Werte v^ = sr 
entsprechende Azimuth (p^ mit „Grenzwinkel" bezeichnen. 

Es war ^q = 1/ ^ "^ :r + ifc^ ; es handelt sich jetzt darum, 

diesen Grenzwinkel eindeutig zu bestimmen oder m. a. W. den 
Wert von h zu berechnen, eine Aufgabe, die wir mit Hilfe 
der folgenden Betrachtung ToUständig lösen können: 

Zunächst wollen wir uns davon überzeugen, dass q> als 
Funktion von v für keinen Wert von v ein Maximum oder 



Minimum hat, zu dem Zwecke bilden wir :j^, es wird: 

dV. . 1 

* = cos Vo sin V, • — , , 



^' ^ dV 1 

-r^ == — sin t?8 sin v. • — , , 

r. d^ |/Ci + 1 sin't;^ 

'^^ dl? 5 Cj + sin*t?i * 
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Da für sinVi = ^-y = 0, ^-y ^0 ist, folgt sogleich 

die Richtigkeit obiger Behauptung. 

Für V = wird F^ > 0, Fg == 0, für sehr kleine positive 
Werte von v (v = + e) wird F2<0; um dies einzusehen 
braucht man nur Fg nach Taylor entwickeln: 

Jetzt wollen wir die Werte in Betracht ziehen, für welche 
Fg ein Maximum oder Minimum wird. 



JbiS war -j-^ = , sm Va sm v. . 



^F, _ __ 

Eye, (c, + 1) 

Beschränken wir das Intervall von v in der angegebenen 
Weise auf bis v^ = :r, so sind die Werte von t?, für welche 
F2 ein Maximum oder Minimum- wird, v^ = Jen:, v^ = 7C,_ den 
Wert v^ = schliessen wir natürlich aus, da für ihn Fg weder 
Maximum noch Minimum hat. 

Für i?, = jnr wird Fg^ — ==r • sinlT/^-^ :r), 



d 
d 



„ V2=lc7C „ F3== -r=^ • sin(T/-^j;^ :7tÄ;j • cos ÄÄ, 

-3-r = , • sinlT/ — r^lcTt) -cosää. 

Wir fragen jetzt, wieviel Werte v^ = Äjr giebt es, welche 
im Intervall • • • v^ = ;t liegen? 

Es seien p Werte, so wird doch offenbar: 

(jp+1) 7t > n;-~-=r> px 



v^r=M y<?i y^r=M 



oder p+i>T/SI>p. 

Liegt also 1/ ^"^ zwischen jp und !>+ 1, so giebt es 
p Werte t?2 = Ä;r, für welche Fj ein Maximum oder Minimum 
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werden kann, also k= 1,2,- • -yp. Es ist anter dieser Be- 
^gnng i.>yi^>-i-j, also y^xk^n, mithin 

-y-r) __ nimmt abwechselnd nega- 
tive und positive Werte an und zwar zuerst einen positiven, 
(Fg)«,»^^ wird also abwecliselnd ein Minimum resp. Maximum, 
zuerst ein Minimum« Der Wert von (F2)r,=*Ä selbst ist ab- 
wecbsehid negativ und positiv, zuerst negativ; also zwischen 
jedem Maximum und Minimum nimmt Fg immer einmal den 
Wert an; es giebt p solcher Maximal- resp. Minimalwerte. 
Ist nun p eine gerade Zahl, so ist Fg fdr den letzten 'Wert, 
also für v^^ pjty grösser als 0, ist p eine ungerade Zahl, so 
ist für k = p Fg < 0. Nun ist aber für t?i = jr 



TT ^ • 1 Al + 1 



also, wenn p eine gerade Zahl ist, so wird für v^^^ tc Fg > 0, 
wenn p ungerade, so für v^ = it V^^O, daraus folgt nun, 
dass zwischen dem Werte v^^p^ und Vi=^7t Fg nicht den 
Wert annimmt. Mithin haben wir gerade p — 1 Werte, 
für welche Fg und damit y^ den Wert annimmt (den Wert 
V =>0 ausgeschlossen). 

Wir können die Resultate in folgendem Satze vereinigen: 

Liegt 1/ ' zwischen den ganzen Zahlen p und p+1 oder 

Cj zwischen -j— j und , i ^s8_i ? so giebt es gerade p — 1 

Werte, für welche die F- Koordinate den Wert annimmt, 
d. h. für welche die Fläche die XZ- Ebene schneidet, voraus- 

gesetzt natürlich < i? < -— = {v^ = st). Der örenzwinkel ^o 
liegt also im p^'^ Halbkreis; ist insbesondere Ci>y, so liegt 

er im ersten Halbkreis, daraus folgt 90= T/ ^ ä — jr, und 

damit ist der Grenzwinkel eindeutig bestimmt' 

Von der Wahl der Eonstanten c^ also hängt es ab, wie 
oft die Fläche sich um die Axe herumwindet, ^q nähert sich 
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mit wachsendem c^ immer mehr dem Werte 0^ d. h. die Fläche 
schrumpft immer mehr auf die XZ- Ebene zusammen; je mehr 
dagegen c^ sich der nähert, um so grösser ist die Anzahl 
der Windungen um die Axe. , 

Die Krümmungslinien u. Die Krümmungslinien u 
liegen auf Kugeln, welche die Fläche senkrecht schneiden. 
Der Beweis dieser Behauptung liegt schon darin enthalten, 
dass die zweite Schar von KrümmungsUnien eben sind' und 
wird später^) allgemeiner erbracht. Für unsere Fläche lässt 
sich aber das Resultat auch direkt durch Rechnung nachweisen. 
Bildet man nämlich: 

« 

O = Xi^+ y^^ + (^i^is I (Z7 Funktion von u) , 

so ist es möglich, U so zu bestimmen, dass O allein Funktion 
von u wird. 

Durch geeignete ümformimgen lässt sich nämlich in 
der Form schreiben: 

<^i~r^ V^i "r V ysin* w + c^ + sin w cos v^ 

[ — 2 ?7sinw; cos w; + c^ T/sin*«; + q 

+ cos t?i(— 2 Uysin^w + c^ cos w — c^ sin w) } . 

Aus dieser Form folgt, dass die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür, dass Funktion von u ist, lautet: 

— 2 i/sinw? cosm; + c^ y8m^w+ q = Fw ysm^w+ q 

2 Uysin^w + Ci Qoaw + c^ sinw = — sinw; Fw. 
Man erhält: 

a. oc.^ + yi + l ^1 — -sr H ^ ^ ^ ^ ) ^ — j- und 

Durch die letzten beiden Formeln ist die Behauptung be- 
wiesen. Der Radius der Kuirel wird =00 für Mi = 0, +2a}', 

1) Vgl. Seite 61 f. 
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för Wi«©' gleich B, wahrend U för 11^=0' gleich wird. Die 
^-Koordinate des Mittelpunktes der Engel als Funktion von 

u ausgedrückt, giebt den Wert —=^l—u^+e^u-^)^\ 

• Fl' 

Berechnet man die geodätische Erämmong der Erünunongs- 
linien u nach der Formel^ 

1 dyG 1 dtti cos«? 

VEG ^** sin IT, ^u B ^ 

SO erhalt man den Satz: Die geodätische Erümmung der 
Erünmmngslinien u ist constanf) und gleich dem reciproken 
•Werte des Radius der Eugel, auf welcher die Erümmungs-. 
linie liegt. 

Da die geodätische Erümmung für Wi=0, +2(o^' gleich 0, 

für Wi= + ®' gleich +^ ist, so folgt: dieEurven Wi=»0, +2(o' 

sind geodätische Linien*), die Eurven u^= + a' Grenzkreise 
auf der Fläche. 

Ohne Schwierigkeiten lässt sich der Verlauf der Eurve 
^^ = erkennen; wir wollen die zur Discussion der Eurve 
nötigen Formeln aufstellen und den Verlauf der Eurve dann 
sogleich angeben: 

^ yci + l + co8t7i' ^^ |/c^ + 1 + cos t?/ ^ ' 



dv yCi + 1 sin«;, cost?! — "j/c^ cosv, 8int;i + sin », 

^^1 yc^ -\- 1 cost;, C0Bt?j + y^ 8int?j sint^i -|- cos u, 
dv 

Fv © ^ (Nenner)' E ' ^^^^^ + ^^« ^1) (>^^'^ + ^ ^^« ^1 + l) ' 



<; 



1) Diesen Wert leitet man mit Hilfe der „Formebi und Lehrsätze 
zum Gebrauche der ellipt. Funkt. Art. 11 von H. A. Schwarz^^ ab. 

2) Knoblauch, Fl.-Th. S. 248. Bianchi, Diff.-Geom. S. 148. 

3) Auch dies Bestiltat gilt allgemein für die pseudosphärischen 

Flachen, für welche tg -^ = UV, vgl. S. 61 f. 

4) Dies Resultat hätte man auch daraus folgern können, dass 
diese Eurven Erümmungslinien sind und in Ebenen liegen, welche die 
Fläche rechtwinklig schneiden. 
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/ — »~T i T>1 / c, Vc, + 8in'», , F, 



drj Ci BiaVi 



^v . (Vci + 1 + cos i\) • ycj^ + sin* Vi ' 



dv ^ B (Ci + 8in't?i) ' 
j-- (für sin «;. = , t;. = Äi^r) = . , ^ r— ;= • 

fe sei der Winkel, welchen der Badiusvector mit der Kurve 

bildet, so wird: 

. dw sin 27, 



• 9 sin*i>i 9 c. 

sin^ it = — i — r-^ , cos* u = — i — V-j — 

Aus diesen Formeln ergiebt sich folgender Verlauf der 
Kurve: Die Kurve verläuft zwischen zwei concentrischen 
Kreisen um den Anfangspunkt als Mittelpunkt und triffb die- 
selben abwechselnd unter rechtem Winkel in einer Spitze; fär 

einen Wert v^, welcher bestimmt ist durch yc^+ 1 cos 1?^+ 1=0, 
hat die Kurve einen Wendepunkt (vgl. die Figuren 6, 7). 

Betrachten wir einen Punkt der Kurve Wi==0, welcher 
zum Argument tc — v-^ gehört und bezeichnen seinen Kädius- 
vector mit r^, so wird 



,--«i^ 



c, i/cJ^Bin*., ^ ^^^ r^,r,^B^ '^ 



q + l y^+l — cosi;/ ^ ^ Ci + 1 

und sein Azimuth ip^ wird (p^ = 9o — 9^1 0* ^^ ^^ ^i 9^i 

ein Punkt der Kurve,, so erhält man einen zweiten durch die 

c 1 • 

Formeln r^ = IP -—J-j — , 9i'= ^o"" 9i- ^^® Kurve u^ = 2(o 

kann man aus der Kurve u^^O punktweise konstruieren, denn 
sei mit r^' der zum Argument v^, also auch zum Azimuth q>^ 
gehörige Radiusvector der Kurve u^ = 2(o bezeichnet, so wird: 

1) Der Beweis für diese Behauptung wird durch eine Rechnung 
erbracht, welche der auf S. 21 durchgeführten ganz analog ist; es wird 

v^'=^n — t?! , t?j' = 9>o — t?j , cos t?i' = — cos v^ , sin t?/ ^ sin v^ 
und 9i'+9i = 9o- 



— 28 — 

ri"= JB' — — -r — oder r/'= r/, m. a. W.: Denkt man sich 
die Kurve %=2a)' parallel mit sich in die XF- Ebene ver- 
schoben und gegen die Gerade mit dem Azimuth ^ gespiegelt^ 

so erhält man die Kurve w^ == 0. 

Diese letzten Bemerkungen folgen als specielle Fälle aus 
einer allgemeineren Eigenschaft der Fläche , welche wir jetzt 
ableiten wollen: Es sei r^tp^z^ der zu den Argument werten 
u^v^ gehörige Punkt der Fläche; der den Werten 2©' — u^y 
% — t?i entsprechende Punkt habe die Koordinaten T^ip^z^, 

Es wird: 

Diese Formeln geben den Satz: Spiegelt man die Fläche 
einmal gegen die durch die Flächenaxe gelegte Ebene, deren 

Azimuth ^ ist^ dann gegen eine senkrecht zur Axe durch 

die Mitte (d. h. in der Entfernung -^ von der XF- Ebene) 

gelegte Ebene, so geht die Fläche in sich selber über; einer 
Krümmungslinie v^ deren Ebene das Azimuth ^^ besitzt, ent- 
spricht also immer eine andere mit dem Azimuth ^q — . 9^ , 

welche symmetrisch zur ersten in bezug auf die Ebene ^ = y 

ist, die Krümmungslinie t;^^ = -0- besitzt also diese Gerade als 

Symmetrieaxe. Damit ist die dieser Fläche eigentümliche 
„Symmetrie durch zweimalige Spiegelung" nachgewiesen. 

Die Krümmungslinien i; = const. Um von der Fläche 
ein anschauliches Bild zu bekommen, soll jetzt der Verlauf 
der Krümmungslinien v genauer untersucht werden; diese 
Kurven sind einerseits zur Diskussion besonders geeignet, weil 
sie ja in Ebenen durch die Z-Axe liegen, andererseits ge- 
währen sie gleichzeitig aus demselben Grunde eine klare Vor- 
stellung von der Fläche. 

Es sei vorher noch die Bemerkung gemacht, dass der 
Winkel, unter welchem die Ebenen v die Fläche schneiden, 
derselbe wie der auf S. 27 mit ft bezeichnete Winkel ist, weil 
nämlich nach dem Satz von Joachimsthal der allgemeinen 
Flächentheorie eine Fläche, welche ebene Ejrümmungslinien 
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besitzt^ von diesen Ebenen unter constantem Winkel geschoitten 
wird (/[i ist aber der Winkel, welchen die Normale der Ebene v 
mit der Flächennormale bildet). 

Nach dieser Vorbemerkung gehen wir zur Discussion 
über. Zunächst werde eine Transformation der Koordinaten 
auf die* Ebene der Kurven durchgeführt. Wir hatten: 

y. ..«^ _ n .: y. . 



tg9i = 



V^' 



cos 9i = — 



Vn«+F.«' 



sm^)^ 



VW+v,^' 



setzen wir jetzt: 



so wird: 



a. 






a?2 = Ä?i cos g> + Pi sin g?, 
= % sin q> — y^ cos (p, 

yc^ -\- sin*!?! 
ysm*w + Cj + siJi^ cos ^1 



, R cos w l/sin*«; + Ci cost?, + sin«; 
V y<^i + 1 Vsin'w + Cj + sin«? cosvj 

Durch Differentiation unter Berücksichtigung von (29) er- 
hält man: 

bdXf x^ 

. -T^ = cos w cosw;, • -^ 
du *■ R 

yö^ • cos w • ycj + sin* v^ (ysin*t(? + Ci cos Vj + sin w) 

Vci + 1 (|/sin* M7 + ^1 + sin 10 cos t?j)^ 






C08M7, 



ycj + 1 "j/sin* w + Cj + sin«? cos v^ 

{'/sin^«<; + q cos v^ + sin w{c^+ 1) } , 



d. 



e. 



d^ , ysin'ti; -f- c^ cos v^ -|" sin w fa + ^) 

^^8 )/ci • cos t(7 j/ci + sin* t?i 

c? /d^jX _^ (gj + J^) • (ysin'ti? 4- gj + sin i(; cos 2?^) 

du \dxj ^ _Ry^ cos* w yc^ + sin* r^ 



Für cosm;i = wird: 
f ^*^» .1^ y^ cos* wj • ycj + sin* Vi 



g- 



du' 

d^^ 
du* 



y^i + 1 (y8in*w? + Ci + sin w^ cos Vi) ' 



cos i(; sin w 



y^i 4" 1 Vsin*«; + Ci + sin w? cos tJ^ 



h. 
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Für "l/sin* w + (^ cosv^ + smw(c^ + l)^0 wird: 
d^z^ 1 €i ' cos W'^inw 



^** l/cj + 1 (j/sin'w + Ci + sin «7 cos t?j)^ 

{ sin «c? cos t?i + ysin* w; + c^ (q + 1) } . 
Wie sich aus den aufgestellten Formeln ergiebt^ giebt es 

fl/p dz 

drei besondere Werte von Mj, für welche -^ oder ^ gleich 

werden; wir wollen diese Werte von u^ und das Verhalten der 
Kurven in den entsprechenden Punkten jetzt ins Auge fassen. 
Die drei Werte sind durch die Gleichungen bestimmt: 

1) cos m; = 0, 

2) cos w;j = oder "j/sin^M? + Cj cos v^ + sin m; = 0, 

3) ymi^w + c^ cos v^ + sin M? {c^ + 1) = 0. 

Der erste Fall erledigt sich sehr schnell aus den bereits 
bekannten Resultaten; die Kurve schneidet die X^-Axe und alle 
im Abstände z^ parallelen Geraden unter rechtem Winkel. 

Der dem Falle cos w^=^0 entsprechende Wert von u^ sei 
mit M, bezeichnet. Die Gleichung cos w?! == für beliebige u 
und V stellt^ wie auf S. 20 bereits bemerkt^ eine singulare 
Kurve der Fläche dar; die Kurve v wird daher für % = ^« 

einen singulären Punkt haben und in der That wird .^ = , 

dz 

■^ = 0, tga dagegen hat einen endlichen Wert; je nachdem 

cos v^ < oder > ist, wird sin w für % = w, > oder < 0, 
u^ liegt also zwischen und o' oder (o - -2(0. 

Der dem Falle "j/sin^ w + c^ cos v^ + sin te? (Cj + 1) == ent- 
sprechende Wert von u^ sei mit u^ bezeichnet. Für u^ == u^ 

dz 
wird -^ = 0, tga = 0; die Tangente in diesem Punkte ist 

parallel der X^-Axe; je nachdem cos«;^ < oder > wird, liegt 
M^ zwischen und o' oder o' und 2cj'. 

Bevor wir die Natur des singulären Punktes und über- 
haupt den Verlauf der Kurve näher untersuchen, wollen wir 
zunächst die Frage beantworten: Giebt es, wenn v^ beliebig 
gewählt ist, Werte von Wj , für welche cos w^ = und 
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_ « 

YBin^w + Ci cos t?i + sin w? (Cj + 1) = 

ist^ und welches ist die Bedingung dafür? 

Der Ausdruck Yam^w + c^ cosv^ + sinw als Punktion 
von u betrachtet, erreicht seinen Maximalwert M^ für sin«; =+1, 
seinen Minimalwert M^ für sinw; = — 1 und zwar wird: 

M^ = Yc^ + 1 cos «?i + 1, -3f j = "j/ci + 1 cos Vi — 1 . 

Damit also ein Wert u^ möglich ist, ist notwendig und 
hinreichend, dass M^ > und Jf ^ < ist oder: Für alle Werte 

t?i , welche so bestimmt sind, dass ' ^ cos t?i ^ — 



ist, besitzt die Kurve einen singulären Punkt; ist aber v^ so 
bestimmt, dass entweder • 

+ 1 > cos i?t > , oder , > cos v. > — 1 

ist, so besitzt die Kurve v keinen singulären Punkt. 

Der Ausdruck )/sin^ic; + c^ cos v^ + sin w (q + 1) als Punk- 
tion von u betrachtet, erreicht ebenfalls seinen Maximalwert 
M^ für sinw == + 1, seinen Minimalwert Mi für sinw; = — 1 
und zwar wird: 

M^ = yci + 1 (cosvi + Vv+T), 

Jlf< = )/ci + 1 (cos Vi — V^i + 1). 

Da Jlf^ stets > 0, Jlf^ stets < ist, so folgt: Im Inter- 
vall Ui von bis 2a)' giebt es stets einen und zwar nur einen 

Wert w^, für den l/sin^ w + c^ cos Vi+ sint<?(Ci + 1) = wird. 
Um die gegenseitige Lage von m, und u^ erkennen zu 
können, wollen wir vorübergehend den Ausdruck 

")/sin^ w + c^ cos Vi + sin w (c^ + 1) 

mit ^ bezeichnen, dann erkennen wir folgendes: 

Ist cos Vi < 0, so wird f ür Wj = -4. > 0, für t*i = w, -4 > 0, 

für % = w^ J. = 0, daraus folgt | w, | < 1 1^^ ]• 

Ist cos Vi > 0, so wird für % = o' J. > 0, für % = w,J. < 0, 

für Wi = w^ -4. = 0, daraus folgt | «*^ | < | wj» 

In jedem Palle liegt w^ dem Werte cd' näher als der Wert w,. 
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Die aus den Formeln a — g ableitbaren Ergebnisse wollen 
wir in die folgenden Formelreihen zosammen&ssen: 



> cos t?i > — , Kurven mit singularem Punkt. 



a) cos t?i < 0: ftlr w ~ wird cos «^i < 0, < m, < m, 

b) cos t?i > 0: für w « wird cos w^ < 0, cd' < m, < 2©', 

i? Cj cos w sin tc 



a) cos », < 0: («,)„ - «„ - 



y«, -f- 1 ysin* w + c, + BÜ» w C08 »1 



b) cos«i>0: (^j)„ 



|(^,)„| < 5 , fOr M, - «. wird tga < 0, 

JR c, cos tr sin 217 

"* l/Cj 4" 1 Vsin'w-J-Ci +. sin w cob t^j 

|(^,)„| > I , für «1 = «, wird tg« > 0; 



a) coB^i < 0: bewegt sich u^ von bis w,, so wird 

^>0,^<0;«, Ton«.bis«„^'<0,^>0; 

b) cosi?i > 0: bewegt sich u^ von bis w^, so wird 



du 



dz^ 



dx^ 



dz^ 



> 0, -T-^ < 0; u. von u^ bis w^ so -r^ > 0,^ > 0. 



a) cosi?i <0: bewegt sich u^ von u^ bis 2©', 

dx^ 



so 



<o,fe<o. 



d« ' du* 



b) cos Vi > 0: bewegt sich u^ von w, bis 2g}j 

dx^ 



SO 



< 0, ^ < 0. 



du ^ du 

a) cos«?i<0: fürWi^^w, wird 7J-f<0, rPg Maximum, 



du' 



d^z 

-^-f >0, z^ Minimum; 

b) C08t;i > 0: für u^^u^ wird -j-?<0, x^ Maximum; 

-j^<0, ^2 Maximum; 
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a) cosvi<0: für w^^w^ wird -^^<0, ^^ Maximum, 

b) cost;i>0: „ ^i^^m w "SS*"'^^' ^* Minimum. 

Aus diesen Formeln geht hervor^ dass der singulare Punkt 
eine Spitze ist, und zwar je nachdem cos f?i < oder cos Vj > 
ist, eine Spitze von der Form 1 oder der Form 2: (jSqK, 0). 






a 



^o 





t. 



2) Kurven v ohne singulären Punkt: 

1 



a) cos ^1 < : 



> cos ^1 > — 1 , 



für Wi = wird cos % > , also immer cos m?i > , 



b) cos^i > 0: + 



<cost;i< + l, 



für % = wird cos «<?i < , also immer cos m;i < , 

c}'<M^<2a)', {z^^<z^y 

a) cost?i < 0: bewegt sich u^ von bis w^, so wird -j-^<0, 



dv, 



dz^ 
du 



> 0, u, von M„ bis 2(0', -^ < 0, ^<0, 



dx. 



b) cos t?i > 0: bewegt sich w^ von bis w^, so wird -j-^>0, 

dz dx dz 

-j-^ < 0, Ui von w^ bis 2(ö', -t-^ > 0, -r^>0, 

d^z 
a) cos^v^ < 0: für w^ = w^ wird -^ < 0, isr^ Maximum. 



b) cos ^1 > : 

B o 1 k e , Complementärflächen 



„ Ifl = t*„, „ ^^j 



> 0, ißfg Minimum. 
3 
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Die in diesen Formelreihen enthaltenen Angaben über die 
Kurven v fassen wir folgendermassen zusammen: Die Kurven 
v^ = const. zerfallen in zwei Gruppen, in solche mit und solche 
ohne singulären Punkt, je nachdem entweder 

^ cos t^i ^ + — — — oder > cos t?i ^ — 1 , 



+ , < cos V. <1 

ist. Unter allen Kurven v giebt es fünf besondere: 1) die 
dem Werte cost?i = 0, ^i == -ö" entsprechende Kurve, welche 

symmetrisch zur Geraden z^^^ -i- ist; 2) die beiden den 

Werten cos v. = + , entsprechenden Kurven , welche die 

Grenzkurven bilden zwischen den Krümmungslinien v mit und 
denen ohne singulären Punkt; 3) die beiden den Werten 
cos % = + 1 entsprechenden Kurven , welche in Tangential- 
ebenen der Fläche liegen und singulare Kurven auf der Fläche 
darstellen. 

Der Verlauf der Kurven ist folgender, während u^ von 
bis 2©' variiert: 

1) Es sei < poa 1). < 0. a^g wächst, z^ nimmt 

V^i + i 

ab, bis für u^ = u^ x^ sein Maximum, z^ sein Minimum 
in einer mit der positiven Xj-Axe einen spitzen, negativen 
Winkel bildenden, also nach unten gerichteten Spitze erreicht; 
von diesem Punkte an nimmt x^ beständig ab, z^ wächst zu- 

nächst, bis es für w^ sein Maximum {z^^ > {z^^ > -y erreicht 

(Tangente parallel der Xg-Axe), um dann von {z^^ an abzu- 
nehmen, bis für Wj = 2aj' die Kurve die im Abstand z^ zur 
Xg-Axe parallel gezogene Gerade senkrecht schneidet. Der 
weitere Verlauf der Kurve ergiebt sich durch Spiegelung gegen 
die Xg-Axe und alle im Abstand z^ parallele Geraden^). 

1) Man vergleiche zu diesen und den folgenden Ansführungen 
die Figuren 1 — 5 und 1 — 6a, welche durch numerische Berechnung 
ihrer wesentlichsten Punkte unter der Annahme c^ = \ gefunden wurden; 
die dort mit 1 bezeichnete Kurve ist die dem Werte cos«?i = ent- 
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2) > cos v^ > 0. Der Verlauf einer jeden dieser 

yci + i 

Kurven ergiebt sich durch Spiegelung der entsprechenden, d. h. 

zum Werte — cos v^ gehörigen unter 1) betrachteten Kurve 

z 
gegen eine parallel zur Xg-Axe im Abstände -— gezogene 

Gerade. 

3) Nähert sich v^ von der einen oder andern Seite dem 
Werte y (cost;i = 0), so rücken die den Werten u^u^co' ent- 
sprechenden Punkte immer näher zusammen; die Tangente in 
der Spitze bildet mit der X^-Axe einen immer kleineren (po- 
sitiven oder negativen) Winkel. Im Grenzfall cos v^ = fallen 
die drei zu u^ u^ o' gehörigen Punkte zusammen, die Spitze 
ist parallel zur X^-Axe gerichtet, und die Kurve verläuft 

symmetrisch zur Geraden ^^=> -^' 

4) Nähert sich v^ immer mehr den andern Grenzwerten 
* resp. + -7=i=- , so nähern sich die Spitzen immer 



mehr der Xg-Axe resp. der Geraden ;8^2~^o? ^® Tangente in 
der Spitze bildet mit der X^-Axe einen Winkel, welcher sich 

immer mehr dem Werte — — resp. + -r- nähert. Im Grenz- 
falle cos i?i == , resp. = H — , fällt die Spitze in 

die Gerade 0^== resp. is^ « 0q und ist parallel gerichtet der 
negativen resp. positiven Z^-Axe. Die Kurven schneiden, da 
IWwil > IWJ; ^® Xg-Axe resp. die. Gerade z^= z^ noch in 
einem zweiten Punkte, ausser dem dem Werte % = resp. 
2g} entsprechenden Punkte; da nun der weitere Verlauf dieser 
Kurven sich durch Spiegelung gegen die Geraden ^2~^^^o"* 



Bprechende eymmetrische Kurve; 2, 3 resp. 2*, 3* sind Krümmungslinien 

mit singulärem Pnnkt; 4 resp. 4* sind die den Werten cost?i = -| — ■j==^ 

yq + l 

resp. entsprechenden Kurven, welche also die Grenzkurven 

zwischen den Eriunmungslinien mit und denen ohne Spitze bilden; die 
Kurven 6, 5* endlich sind die zu cost?i = -t-l, — 1 gehörigen Kanten 
der Fläche.. 

3* 
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ergiebt, so folgt, dass die Kurve cos % = auf der 

Xo-Axe, die Kurve cos v^^+ auf der Geraden z^^^q 

einen Doppelpunkt haben. Da man sich alle Kurven v^ con- 
tinuierlich in einander übergehend denken muss, so muss es 
unter den Kurven v mit singulärem Punkt auch solche geben, 
welche auf der X^-Axe resp. der Geraden ;ef2= Zq zwei Doppel- 
punkte besitzen. 

5) — 1 < cos Vj < 7=^=^ • ^2 11™^^ beständig ab, 

yci+i 

z^ wächst bis (^a)^ > 0, um dann bis Zq abzunehmen, Doppel- 
punkt auf der X^-Axe. + 1 > cosv. > : diese Kurven 

. . . ^""'^^ 

sind symmetrisch zu den vorigen in bezug auf die Gerade 

0i=Y> Doppelpunkt auf der Geraden 0^^ ^o- 

6) cos Vi = ± 1. Der Verlauf dieser singulären Kurven 
ist ganz ähnlich den unter 5) dargelegten; sie haben nur die 
besondere Eigenschaft, dass (0^)^ hier seinen grössten resp. 
kleinsten von allen möglichen Werten annimmt. 



4. Die geodätischen Linien der Complementärfläohe und 
das gegenseitige Entsprechen der Botationsfläche und ilirer 

Complementärfläche. 

Wir dürfen unsere Betrachtungen über die Fläche nicht 
schliessen, ohne auf diejenigen geodätischen Linien und deren 
orthogonale Trajektorien einzugehen, in bezug auf welche die 
neue Fläche die Complementärfläche der pseudosphärisohen 
Rotationsfläche vom elliptischen Typus ist. Wir wollen also 
im folgenden die Gleichung der geodätischen Linien und ihrer 
orthogonalen Trajektorien auf der Rotations- und ihrer Com- 
plementärfläche aufstellen, sodann diese Differentialgleichung 
integrieren und endlich im Anschluss daran das gegenseitige 
Entsprechen der beiden Flächen charakterisieren. 

Es war (vgl. S. 14) mit w^ der Winkel bezeichnet, welchen 
die geodätischen Linien auf der Fläche mit den Krümmun^- 
linien v = const. (den Meridiankurven der Rotationsfläche) 
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bilden. Da nun das Linienelement der Kurven u = const. 
gleich sinwdv, das der Kurven i? = const. gleich cos w du 

Bin 1/7 u 1) 

ist, SO folgt: tgw^^ ^, also erhält man für ^ie geodä- 
tischen Linien der Rotationsfläche die Gleichung: 

A. sin w^ cos wdu — cos w^ sin wdv =^ ^). 

Die orthogonalen Trajektorien berechnen sich nach der 
Formel ^^^__ ^^^ ^^ ^ ^^^_ ^^^ dv^O, 

wo die Differentialgleichung der geodätischen Linien die Form 
Mdu + Ndv^O hat*). Man erhält für die orthogonalen 
Trajektorien der geodätischen Linien die Differentialgleichung: 

B. cos Wi cos w du + sin w^ sinwdv = 0, 

Um nun für die Complementärfläche die entsprechenden 
Formeln abzuleiten, beachten wir folgendes: Es seien für den 
Augenblick r^r^ die Hauptkrümmungshalbmesser einer der den 
beiden Flächen 8^ S^ gemeinsamen Evolventenfläche ZJ] a^ ß 
die Parameter der Krümmungslinien auf 2J; die den Kurven a 
auf Sy den Kurven ß auf S^ entsprechenden Kurven sind 
geodätische Linien; die den Kurven r^ = const., r^ = const. 
entsprechenden Kurven auf S und 8^ sind dort die orthogo- 
nalen Trajektorien der geodätischen Linien. Ist nun die Evol- 
ventenfläche eine TF- Fläche, so fallen die Kurven r^ = const., 
r^ » const. zusammen; daraus folgt: Die orthogonalen Tra- 
jektorien der geodätischen Linien auf 8 und 8^ sind ent- 
sprechende Kurven. 

Also gilt für diese Kurven auf 8^ auch die Gleichung B 
und man kann nach der bekannten Formel die Gleichung 
ihrer orthogonalen Trajektorien d. h. die Gleichung der geodä- 
tischen Linien auf 8^ ableiten und erhält: 

C. cos M?i sin wdu — sin w^ cos wdv = 0. 

Aus der letzten Gleichuni? folfft: tsw^ ^— d.h.: 

ö o o costOj du 

Die geodätischen Linien bilden mit den Kurven u den Winkel 



1) Diese Gleichung, sowie auch die Gleichungen B, C, A^, B^, 
Cj, G auf S. 87, 38, 39 gelten allgemein für jede pseudosphärische 
Fläche und ihre Complementärfläche. Bianchi, D.-G. S. 457 f. 

2) Bianchi, D.-G. S. 66. 
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"5 — w. Da nun w allein Punktion von « ist, so folgt, dass 

längs jeder Erümmungslinie u die Grenzkreise alle unter dem- 
selben Winkel w schneiden, die Krümmungslinien u mithin 
die isogonalen Trajektorien der örenzkreise (oder der geodä- 
tischen Linien) sind. Umgekehrt können wir sagen: Giebt 
es parallele geodätische Linien auf einer pseudosphärischen 
Fläche, deren Winkel mit den Krümmungslinien u längs jeder 

Krün^mungslinie constant = f - . ist, und büdet man in 

bezug auf diese die Gomplementärfläche, so wird dieselbe eine 
Rotationsfläche, für die i/=cos^M?, 6r=sin^M; ist und die 
ursprüngliche Fläche ist eine Ennepersche (vgl. S. 5). 

Wir gehen jetzt zur Integration der Gleichungen A, B, C 
über. Für die Gleichung A kann man das allgemeine Integral 
sogleich angeben, wenn man bedenkt, dass man es mit geodä- 
tischen Linien auf Rotationsflächen zu thun hat und den für 
diese Kurven geltenden Clairautschen Satz berücksichtigt, dass 
nämlich das Produkt aus dem Radius des Parallelkreises und 
dem Cosinus des Winkels, welchen die geodätische Linie mit 
dem Parallelkreis bildet, längs der geodätischen Linie constant 
ist. Das allgemeine Integral von A ist also, wie man auch 
leicht verificieren kann: 

D. sin «<; • sin t<?i = r • ^ , 

wo r eine willkürliche Constante ist. 

Unter Berücksichtigung der Formeln (29) S. 14 findet 
man durch eine leichte Rechnung das allgemeine Integral der 
Gleichungen B und C in der Form: 

E. y^rn^w + q + sin w cos v^ = e ^, 

F. cos w cosv^ — I sin^M? 'W'^%f 



wo ^, Tj willkürliche Constante sind. 

Mit Hilfe der Formeln D, E, F kann man A, B, C schreiben: 

Aj. sin w^ cos wdu — cos w^ sinwdv ^ e^ dt j 
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B^. cosM^i cos w du + sin w^ sin wdv == d^j ,' 

Cj. cos w^ sin wdu — sin w?i cos m; dv = ^ dt^ . 

Aus diesen Formeln erhält man durch Quadrieren und 
Addieren: 2 



G. 



coB^w du^ + sin^wdv^ = rf^* + e ^ dt^, 

coa^w^du^ + Bin^w^dv^ = d'^^ + e ^ dr^l 

Man hat also damit das Linienelement der Rotations- 
fläche und ihrer Complementärfläche auf die geodätischen 
Linien und ihre orthogonalen Trajektorien transformiert, also 
auf die Normalform vom parabolischen Typus gebracht. 

Diese Form des Linienelementes kann man dazu benutzen, 
die allgemeine Gleichung der geodätischen Linien aufzustellen, 
in der Weise, wie es A. Wan gerin in dem Aufsatz: „lieber 
die Abwickelung von Flächen constanten Krümmungsmasses, 
Festschrift zum 200jährigen Jubiläum der Universität Halle" 
gethan hat. Durch die Formeln G ist die Complementärfläche 
so auf die Pseudosphäre abgewickelt, dass den geodätischen 
Linien die Meridiankurven, den orthogonalen Trajektorien die 
Parallelkreise entsprechen; da bei dieser Abwickelung die geodä- 
tischen Linien der einen Fläche in die der andern übergehen, 
so ergiebt sich, wenn man die geodätischen Linien der Pseudo- 
sphäre als bekannt annimmt, für die geodätischen Linien auf 
der Complementärfläche die Gleichung: 

JJ^ ("l/sin^w .+ q + sin w cos v^^ 

u 

+ \B cos w cos v^ — I sin* w du — (p^j = C^^, 



wo g)^j Ci willkürliche Constante sind. 

Wir wollen jetzt den Verlauf der geodätischen Linien 
und im Anschluss daran das gegenseitige Entsprechen der 
beiden Flächen ins Auge fassen. Die pseudosphärische Rota- 
tionsfläche vom elliptischen Typus besteht bekanntlich aus 
zwei Teilen, welche in einem singulären Punkt (Wendepunkt 
jeder Meridiankurve) zusammenhängen; die in der Entfernung 

-— vom singulären Punkt liegenden Parallelkreise sind Kanten 



— 40 — 

der Fläche; die Wendetangente d. h. die Tangente der Meridian- 
kurve in ihrem Wendepunkt bildet mit der X^-Axe einen 

Winkel /ij, wo tgii^=( -) =— :^. Daraus 

folgt, was hier nur nebenbei bemerkt sei, je nachdem c^ >, 
< oder = 1^, also |tti <, > oder = 60® ist, ist der Grenz- 
winkel 9>o <; > oder =^. 

In einem beliebigen Punkt der Rotationsfläche sei der 
Winkel w^y welchen die durch den Punkt hindurchgehende 
geodätische Linie der Schar mit der Meridiankurve bildet, 
gleich 0, in diesem Punkt fällt also ihre Richtung mit der 
Richtung des Meridians zusammen; da aber durch einen Punkt 
und die Richtung eine ganz bestimmte geodätische Linie ge- 
geben ist, so fällt diese geodätische Linie der Schar überhaupt 
mit dem Meridian zusammen; wir wollen sie kurz die „erste 
geodätische Linie der Schar'' nennen, für sie ist sin*(;i=0, 
Vj = ; auf der Complementärfläche entsprechen allen geodä- 
tischen Linien, welche mit Meridiankurven zusammenfallen, 
die singulären Kurven «?i = 0, ä • • • . 

Für diese Kurven ergiebt sich daraus eine einfache Kon- 
struktion: Trägt man auf jeder Tangente der Meridiankurve 
vom Berührungspimkt aus das constante Stück R ab, so bilden 
die Endpunkte die verlangte Kurve, gleichzeitig findet man, 
dass die Wendetangente auch Tangente der Kurven Vi = 0, ;r • • • 
ist, denn für cos v^ = ± 1 , sin m^ = ist (nach d. S. 29) 

IJ = ± ^ (vgl. die Figur 12). 

Für die Rotationsfläche genügte es, v in einem solchen 
Intervall zu betrachten, dass 0<t;2<2:n:, für die Comple- 
mentärfläche dagegen so, dass < v^ < ä ist. Um nun das 
gegenseitige Entsprechen der beiden Flächen studieren zu 
können, muss man sich die Rotationsfläche aus mehreren über- 
einander gelagerten Blättern bestehend denken, welche alle 
längs der als Anfangs- oder Nullmeridian gewählten Kurve 
zusammenhängen und die Meridiankurven von dieser Anfangs- 
kurve aus fortlaufend gezählt denken, d. h. also so, dass, wenn 
ein Meridian durch ein gewisses v (v^) charakterisiert ist, und 
man beschreibt einen vollen Umlauf um die Fläche, der jetzt 
gewonnene Meridian, welcher also thatsächlich mit dem ersten 
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zusammenfallt, einem Werte 2ä — ==- + t; (v, + 2ä) ent- 

spricht; in diesem Sinne kann man auch z. B. von einem 
Meridian v^^ tc reden ^ selbst wenn derselbe erst nach einer 
Anzahl von Umläufen vom NuUmeridian aus erreicht wird. 

Eine Diskussion der Formel sin w sin w^^^ t ^ giebt für 

die geodätischen Linien der Rotationsfläche folgenden Verlauf: 
Jeder Parallelkreis wird von den geodätischen Linien (aus- 
genommen von denjenigen^ welche mit Meridiankurven zu- 
sammenfallen) in zwei reellen^ imaginären oder zusammen- 
fallenden Punkten geschnitten; und zwar werden die singuläreu 
Parallelkreise von allen geschnitten; die geodätischen Linien 
bewegen sich dann zum singu^ren Punkt hin, erreichen ihn 

aber nicht, sondern berühren den dem Werte sin m? = r ^ ent- 
sprechenden Parallelkreis und laufen zum singulä^'en Parallel- 
kreis zurück; es muss natürlich r ^ < 1 sein, ist r ^- == 1, so 

ist sowohl sin w; = 1 als auch sin w;i = 1 ; diesem Werte ent- 
spricht der Punkt des singulären Parallelkreises, für welchen 

"j/ci + 1 cos Vi + 1 = ist. Den Punkten der Parallelkreise, 
für die cos Wi'^ ist, in denen also eine geodätische Linie 
berührt, entsprechen auf der Gomplementärfläche die Punkte 
der singulären Kurve. Aus dem Gesagten folgt: Abgesehen 
von den geodätischen Linien, welche mit Meridianen zusammen- 
fallen, verlaufen alle ganz auf der einen oder ganz auf der 
andern Hälfte der Fläche. Ordnet man nun einem Punkte 
w^Vj der einen Hälfte einen Punkt 2©' — u^, n — v^ der 
andern Hälfte zu und lässt den einen eine geodätische Linie 
durchlaufen, so durchläuft auch der zweite eine geodätische 

Linie und zwar ist für ihn sin«; wiw^ = — '^ ^y wenn r der 

Wert für die die erste Linie charakterisierende Gonstante ist. 
Einer geodätischen Linie der einen Hälfte entspricht also 
immer eine geodätische Linie der andern Hälfte. Dies ist 
der geometrische (innere) Grund für die „Symnietrie der Gom- 
plementärfläche durch zweimalige Spiegelung'^ 

Die Rotationsfläche und ihre Gomplementärfläche ent- 
sprechen sich so, dass ein Punkt u^v^ der einen, einem zu 
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denselben Argumentwerten gehörigen Punkt u^v^ der andern 
zukommt; also dem Teil der Complementärfläche zwischen den 
beiden ebenen Krümmungslinien Wi = 0, 2cj' entspricht die 
Rotationsfläche zwischen den singulären Parallelkreisen. 

Über das Entsprechen der Kurven v können wir folgendes 
aussagen. Eine volle Botationsfläche rechnen wir von v^ = 

bis V2 = 2jty (für ^2 = 2;r wird v^ = 2;r 1/ ^ K eine volle 

Complementärfläche von v^ = bis v.^^ 7tj /für t? ^ = ä wird 

t?2 = %y ^ j • Wir unterscheiden nun drei Fälle: 

1) 00 > Ci > — , 1 < T/ ^^ "*" < 2. Einer vollen Rotations- 

fläche entspricht ein Stück der Complementärfläche bis zu 
einem Azimuth a, welches grösser als der Grenz winkel cp^ ist, 
einer vollen Complementärfläche nicht eine volle Rotations- 
fläche; die zweite geodätische Linie der Schar, w.elche mit 
einem Meridian zusammenfällt, wird erreicht, bevor ein voller 
Umlauf vollendet ist (für einen Wert v^ <C27t). 

2) < Ci < — und zwar sei p < 1/^^— t- <p + 1. Einer 
vollen Complementärfläche, deren örenzwinkel g)^ im p^^ Halb- 
kreis liegt, entsprechen — über einander liegende Blätter der 

Rotationsfläche; einer voUen Rotationsfläche ein Stock der 
Complementärfläche bis zu einem Azimuth a < 9?^; die zweite 
geodätische Linie der Schar, welche gleichzeitig Meridian ist, 

wird nach ^ Umläufen, also für einen Wert v^ > p • :t erreicht. 

3) c^ == j, ^2 == 2t;jL. Li diesem Falle entspricht eine volle 
Rotationsfläche genau einer vollen Complementärfläche, q)Q = jt, 
und die zweite geodätische Linie der Schar, welche mit einem 
Meridian zusammenfällt, deckt sich mit der ersten. 

5. Numerisohe Bereobniingeii. 

Um ein Modell dieser Fläche zu entwerfen, benutzt man 
am besten die Eigenschaft, dass ihre Krümmungslinien v alle 
in Ebenen durch eine Axe liegen; man muss also den Ver- 
lauf dieser Kurven dadurch erkennen zu können versuöheh, 
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d„, ^ «.ig, P..«. nu^erW b,™,hn,t; i. .Ug».»^ 
wird es genügen, für die Werte u^ == 0, 2©', m,, u^, cd' die Ko- 
ordinaten zu berechnen. Wegen der angegebenen Symmetrien 
gehört zu einer Kurve v^ immer eine andere ;r — t^^, welche 

das Spiegelbild der ersten gegen die Gerade ^g — -^ ist; man 

kann also v. auf das Intervall bis — beschränken. 

Wir wollen jetzt den Gang der numerischen Berechnung, 
nach welcher die Kurven 1 — 5 und 1 — 5 a gezeichnet sind, 
darlegen und die Resultate an&^eben. 

i ™de c - i g,w4 d»» wirf d„ 8„»™k.. 
€pQ = yt. Unter dieser Voraussetzung wurde sodann nach H. A. 
Schwarz, Formeln und Lehrsätze etc., Art. 45, Form. 3 — 17 
^Q berechnet. 

Unter Annahme der Bezeichnungen dieses Artikels er- 
gab sich: 

Z = 0,035 9541, 

^ "^ IM? ^^ ^ i^? ^* ^ {p^ ^* ^s* ^^^ 2^ vernachlässigen. 
Ä^ 0,017 977, 

«Ol =1,459 9, ^ = 1,86746, i?i = 0,567 775, 

1^3 = i . 0,349 685 
und endlich iSQ== — 1,910 13. 

Es wurden sodann von einigen Kurven die den Werten 
Wi == 0, 2co', ie„ w^, cö' entsprechenden Koordinaten berechnet. 
Dazu wurden folgende Kurven gewählt: 1) die symmetrische, 
dem Werte cos v^ == entsprechende, 2) imd 3) zwei Kurven 
mit Spitze, welche dem Werte 

cos Vi I, - Jj, also i;i = 90 + 30«, 90 + 45^ 

entsprechen, 4) die Grenzkurve 

cos v. -J— 1^, t;, = 90 + 60« 

und endlich die singulare Kurve cost;i = — 1, v^ = jr. 
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Das Azimuth dieser Kurven v, der Winkel, welchen die 
Tangente in der Spitze mit der JX^-Axe bildet, die a^g-Koordi- 
naten der Punkte und auch die Ä^j-Koordinate für u^ = o' er- 
geben sich ohne Schwierigkeit aus den bekannten Formeln. 
Allein die ^fg-Koordinaten für w, und u^ erfordern eine längere 
Rechnung. Man muss nach Art. 49 der „Formeln und Lehr- 
sätze" Formel 2*, 3*, 4* die zu den Werten der ^<?-Funktion 
zugehörigen Werte der Argumente u berechnen und sodann z 
aus Art. 8, Formel 11; ^2 erhält man dann ohne Schwie- 
rigkeit. 

Zusammengefasst erhält man för die fünf Kurven die folgen- 
den Koordinaten; die den Werten u^ = 0, 2a}', w„ w^, co' ent- 
sprechenden Punkte seien mit 1, 2, 3, 4, 5 bezeichnet. 

• 

1) co8»i = 0, «1 = |; 9 = 1- ■ 

1) 0,5, 0, 

2) 0,5, g^ 1,910 13, 

4) 1,1- 

5) J 

2) cos «, = - i „, = I + 30»; <p = I + 43» 53' 53". 

1) 0,799 9, 0, 

2) 0,3145, z„ 

3) 1,0409, -0,48469, 

4) 1,028 45, - 0,4608, 

5) 0,901 38, - 0,522. 



3) cos«, = - 1^, », = f + 45«; <p-=| + 63« 26' 6 



// 



1) 1,019 8, 0, 

2) 0,245 2, g„ 

3) 1,118, - 0,228 28, 

4) 1,102, • • 

5) 0,7905, -0,3426. 
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4) cos ., = -i^,., -1 + 600,^ = 1 + 79« 6' 24". 

1) 1,3229, 0, 

2) 0,189, z^, 

3) fällt mit 1) zusammen, 

4) 1,1495, +0,067 3, 

5) 0,6614, - 0,205. 

6) cos ^1 = — 1, V^^lC, (p = (Pq^ 7C. 

1) 1,866, 0, 4) 1,322 87, 0,492, 

2) 0,133 98, ^0, 5) 0,5, -0,089. 

3) fehlt. 

in. Complementärfläche der psendosphärischen Rotations- 
fläche vom hyperbolischen Typns. 

Nehmen wir in der Formel (24), S. 16 c > an, so er- 
halten wir die Complementärfläche der pseudosphärischen Ro- 
tationsfläche vom hyperbolischen Typus; für diese Fläche sollen 
jetzt die analogen Betrachtungen durchgeführt werden. 

1. Formeln. 

c > 0. Nach einer Bemerkung auf S. 13 muss c^l sein. 

/i\ Vc yi — c 

x^N sin 1(7 + ysm* iv — c 2 



V~^ sinÄ^^ 



• 2 ainw-^ |/sin* w — c 



cos Ä' -^ 



2 



<3) 



sin w — ysin* tv — c gin ä* — 

Fl = ■ cos Ä v^ cos Vj H sin h v. sin v^, 

y 1 — c yc 

Fg = — == cos h v^ sin Vg p sin ä v^ cos v^ . 

yi — c y c 
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(4) 



(5) 



B c V^ 



^1 = 



Vi 



^1 = -8^ + 



|/sin* w — c + sin to cos Ä tJ^ 

B C'Vj 

j/sin* W7 — c + sin tc; cos Ät?i 

JB cos w ysin* w — c cos Ät?i + sin w 



. yi — c ysin* w — c + sin iü cos Äv^ 



ig? = 



/cos*«? 



^ti. 



(6) 
(7) 



■^r~%~x 2 X» l/~~^ Vc + sin Ä* t?! 

ist g>i = — == ^, cos w. = ^ =, sin op, = ' — 



(8) 



^ 9 r l/sin* w — c ' cos hv. + sin w~| 

i/i = COS*«?- = — ^ . ^ = ^--^- , 

L ysin* w — c + sin t(? cos hv^ J 

^ • 9 r Vc sin hv. "I* 

Gl = Sin*«;. = . ^ • 

L y sin* w — c + sin w cos hv^ J 



Die Formeln (31), (32), (33), S. 18, gelten auch fiir 
diese Fläclie. 

2. Bereolmiiiig der elliptisohen Integrale. 

Setzt man wiederum zur Abkürzung -^^ = «*i> bezeichnet 

wiederum mit 2a3, 2a>' die zu der Fimktion 5 = <p(u-^ + o) ge- 
hörenden Perioden, von denen 2(ö reell, 2(o rein imaginär ist, 
so erhält man: 



cos*«; = ^(% + oj) — e^ == ^ (% + oj), 



sin* w — c 



sin*«; 



ßi — ^2 = 1 

2 — c 



= ^(Wi + (d) - eg = 5 (Wi + 0)), 

= ^(Wi + Gj) — «3 = ^ (Wl + O). 



C, ^1 63 = 1, ßg i>3 



e» 



63 — c. 

1 — 2c _ 1 +c 

3 ^ ^8 ~ 3 ^ 



— 47 — 

Ä = ; 1 COS* Wdu = , / (p(M, 4- <0) — C,)dM, 

WO 1^1 = — cj bedeutet; 

Damit z reell bleibt, darf u^ nur rein imaginäre Werte 
annehmen. Wir müssen jetzt wiederum über die Vorzeichen 

von sinw;, cos«<;, y'sin^ w — c eine Entscheidung treiGfen. sin^w; 
wird, welche imaginäre Werte u^ auch annehmen mag, nie- 
mals gleich 0, daher hat sinic; stets dasselbe Zeichen, etwa das 

positive. |/sin^ w — c habe im Intervall — oj' bis + «>' das 
positive Zeichen, also im Intervall —2 od' bis —co', + co' bis +203' 
das negative. Das Vorzeichen von qo^w ist dann bestimmt; 

da nämlich ■^- l/sin^ t(; — c == ^- sin m; cos m?, sinM?>0 ist und 

du ^ B ' 

• 

■j/sin^ w — c für das Intervall von u^ von bis +2©' stets 

abnimmt von + Yl — c bis — l/l — c, so muss in diesem In- 
tervall cos m; < sein. Wir erhalten zusammenfassend folgende 
Tabelle: 

Bewegt sich m^ von — 2ß}' bis — oj', — cj' bis 0, 

bis + oj', + (o bis + 2©, 

so bewegt sich sinw von -f 1 bis + y^c, + >/c bis +1, 

+ 1 bis + yc, -f yc bis + 1, 

so bewegt sich cosw von bis + yl--c, + "/l — c bis 0, 

bis - l/r=^, - y\^ bis 0, 



so bewegt sich ysin^M? -- c von — "/l — c bis 0, Obis + >/l~c, 

+ yi— c bis 0, bis — l/l— c. 

Hierbei ist U > vorausgesetzt. Hätten wir JB < an- 
genommen, so würden wir dieselbe Fläche erhalten haben, nur 
gespiegelt gegen die XZ- und YZ- Ebenen. 

Das Intervall von u^ können wir, wie aus den vorher- 
gehenden Ausführungen folgt, auf — 20?' bis + 2©' beschränken. 
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3. Diskussion der Fläche. 

Aus den Formeln auf S. 45, 46 erhalten wir für diese 
neue Fläche die folgenden Ergebnisse: 

1) Die Krümmungslinien v liegen in Ebenen, welche alle 
durch eine Axe, die Flächenaxe, gehen. 

2) Die Kurven t^i = 0, Ysin^w — c cosÄt;i + sinw = 
sind singulare Kurven der Fläche. Unter allen Kurven v be- 
findet sich also in diesem Falle nur eine singulare Kurve, 
weil sin h v^ nur für v^ == gleich wird. 

3) Die beiden Krümmungslinien u^, welche den Werten 
tc^= 0, + 20?' entsprechen, liegen in zwei, einander parallelen 
und zur Flächenaxe, der Z-Axe, senkrechten Ebenen, welche 
die Fläche rechtwinklig schneiden; diese Kurven sind also 
gleichzeitig geodätische Linien auf der Fläche. Die XF- Ebene 

und alle im Abstände 0^= —==r [2e^(o' + 2ifj^] sind Sym- 
metrieebenen der Fläche. Wir beschränken daher das Intervall 
auf • • • 2 cö'. 

4) Die XZ- Ebene ist eine Symmetrieebene der Fläche. 
Hier tritt ein wesentlicher Unterschied mit der ersten Fläche 
auf: Da sinhv^ keine reelle Periode besitzt, so giebt es unter 
den Kurven v^ nicht nur, wie schon bemerkt, eine einzige 
singulare Kurve (v^ = 0), sondern auch nur eine, und zwar die 
demselben Werte (v^==0) entsprechende Kurve, deren Ebene eine 
Symmetrieebene der Fläche ist. Wir können hier also nicht, 
wie bei der ersten Complementärfläche, das Intervall von i\ 
beschränken, sondern müssen v^^ von bis (x> variieren lassen. 
Aus den angeführten Gründen fällt bei dieser Fläche auch die 
„Symmetrie durch zweimalige Spiegelung" fort, welche für 
die erste Fläche sich ergab. 

5) Die Krümmungslinien u = const. Aus den beiden 
Gleichungen: 

\ yi — c • cosw; / ^"° ^ 

\ VI — c • cos w / 



folgt: 
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Die Erümmung^nien u = const. liegen auf KugelO; welche 
die Fläche orthogonal schneiden^ deren Mittelpunkte auf der 

rr A • j -El i.i? E Vsiii' w — c sin W? ,. j 

Z-Axe m der Entiemung ^ hegen und 

y 1 — € cos to 

deren Badien irleich sind. Die Radien sind also < 00 

o cos w =^ 

JR 
und ^ - ; die ;er- Koordinate des Mittelpunktes als Funk- 

tion von u hat die Form: (— ^i + ^i%)' 

Da die geodätische ELrümmung der Kurven u = const.^ 
^j^= ^ ist, so folgt: Die Krümmungslinien u besitzen 

constante geodätische Krümmung und zwar ist der Radius 
der geodätischen Krümmung dem absoluten Betrage nach gleich 
dem Radius der Kugel, auf welcher die Kurve liegt, g^ er- 
reicht für u^ = o' den kleinsten Wert ^ ~ ^ »" ? ^^® Kurve 

Wj == o' ist hier also kein Grenzkreis. 

6) Die beiden besonderen Kurven Wi=0, 20?'. Wir 
bilden zunächst die zur Discussion nötigen Formeln, wobei 
von den beiden Vorzeichen in den folgenden Formeln das 
obere für die Kurve Wi — 0, das untere für die Kurve u^=2g)' 
gelten soll: 

RC'V. RcV^ ^ 

a. Äi. = 7^=^--> Vi^ — ^pT^=j g.^0 resp. 0^' 



b. 



-r^ == ^ sinhv. cos v^ • , 
dv R 12 yc(i_c) 

dK 1 . , . 1 

dv R 1 a yc(i — c) 



^2/1 i sm «7« + <^<^s '^ ^1 81^ ^'s Vi — c + sm /»Vj cos r^ y c 

C. "j ~ = f 7= * 

aa?i _j- cos i?g + cos Ä Vj cos %y\ — c — sin Ät^i sini?, yc 

^- fv (IR) - (Nenn'er)' J? ('^^ ^^x ± V^l^) 

• { COS Ä ^1 • "j/l — C ± 1 } . 

e. r --iZ-s , ., 2_ ül/ <^ . Vc + sin Ä*t;i 



K 1 — C cOSÄt?! 



j: y 1 — c 

Bolke, Gomplementärflttchen. 4^ 
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V V 



V. 



F, ' '^i |/f,«_|:f,*' ^^ V^'+F,« 



dqpj yi — c • sin h* v^ dr^ ._ c ein ÄVj 



g- dv R{c + Binh*Vi) ' dv "^ (cos ÄVi±yi— c)yc + sin Ä»t?i 



l±yi — c 



k Für t;i= wird 4*^ = ± ^"^ 

, dop smhv. 

^' ^^ dr y^ 

k. Für t;^ = cx) wird g)^ unbestimmt, r^ dagegen nähert sich 
dem Grenzwert i?T/ ___ • 

ft ist der Winkel, welchen die Tangente mit dem Radius- 
vector bildet, gleichzeitig aber auch der Winkel, unter welchem 
die Ebene v die Fläche schneidet^); die singulare Kurve v^^O 
liegt in einer Tangentialebene der Fläche; für v^= oo wird 

'3t 

ft = Y; daraus folgt: Die zu beliebig grossen Werten v^ ge- 
hörenden Kurven v^ werden sich beliebig wenig von einer 
geodätischen Linie der Fläche unterscheiden^). 

Aus Gleichung e. folgt: Das Produkt zweier entsprechen- 
• der Radiivectoren der beiden Kurven u^ =0, 2(ö' ist gleich 

R^ z , man kann nach dieser Formel die eine Kurve aus 

1 — c ' 

der andern punktweise konstruieren. Aus den Formeln a — k 

folgt: 

Die Kurve % = liegt zwischen zwei concentrischen 

Kreisen mit den Radien r^^ R ~\/z und 

Tq =^ RyT-^ZTi (^o'^^o) ^^ d®^ Nullpunkt, den kleinen Kreis 

triflFt sie senkrecht in einer Spitze in der X-Axe und verläuft 
mit stets wachsendem r^ spiralförmig, nähert sich also immer 
mehr dem grossen Kreise, welchen sie schliesslich asymptotisch 
berührt (vgl. Fig. 9). 

1) Vgl. S. 28, 29. 

2) Vgl. S."26, Anm. 4. 



^0-^Vl 
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Die Kurve u^^ 2 a)' liegt zwischen zwei concentrischen 
Kreisen mit den Radien r« = iJ T/r-^ — • ^ ^ und 

— (Tq < Tq) um den Nullpunkt, den grossen 

Kreis trifft sie senkrecht in einer Spitze in der X-Axe und 
nähert sich mit stets abnehmenden r^ dem kleinen Kreise, bis 
sie ihn asymptotisch berührt; für einen Wert v^, für welchen 

cosÄüjL • yi — c— 1=0 ist, besitzt die Kurve einen Wende- 
punkt (vgl. Fig. 10). 

7) Die asymptotische Fläche. Für beliebig grosses 
v^ nähern sich alle Krümmungslinien u einem Kreise, für 
Vi= oo wird nämlich: 



^1 = ^ + 



r. = R 1/:; • -: — , tff qpi unbestimmt ; 

B coß w • l/sin'w? — c 
■j/l — c • sin i& 

Betrachtet man r^z^^ als die rechtwinkligen Koordinaten 
einer Kurve, so hat die durch Rotation dieser Kurve um die 
Z'Axe entstandene Fläche die Eigenschaft, dass sie von jeder 
Krümmungslinie u asymptotisch berührt wird; diese Fläche 
kann man also als die asymptotische Fläche der ersten be- 
zeichnen. 

Um diese Fläche etwas näher zu untersuchen, bilden wir 

-5-^, -=--; es wird: 
du^ du^ 



dr. 1/ c C08W ^r^—ö 

du Vi — c Bin^w ^ ' 






dz^ 1 sin*«? — c 

du yi c sin*w ' 

also wird: 

4» 
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1 




'C 




r * 




cosw 


1 — C 






1 + m- 


T 2 












^1 


1 — c 





Die beiden letzten Formeln charakterisieren die Fläche 
als eine pseudosphärische Rotationsfläche vom hyperbolischen 
Typus ; deren Radius gleich JS ist. 

8) Die Krümmungslinien v = const. Die Discussion 
der Krümmungslinien v = const. gestaltet sich für diese Fläche 
einfacher und übersichtlicher als bei der ersten Complementär- 
fläche. Wir bilden die Formeln, welche zur Diskussion nötig 
sind und transformieren zunächst wiederum auf die Ebene 
der Kurve: 

x^ = a?! cos 9 + y^ sin g) , t/g = x-^ sin q> — yi cos q> , 



-«Vr 



^ _^ |/c -j- sinÄ*i;i 



^2 = 0» 



, JR cos m; ysin*t<7 — c • cos ÄtJ. + sm w 

^2 == ^1 = ^ + ., • \ . : --^ 

yi — c ysin*w — c + sintüCOSÄi?! 



cJo;« 



^8 l/ ^ 

== COS w; • cos ^1 ;» = — 1/ j-ir 



du - --« -1 ^ r 1 — c 

COSW • l/c -j- sinÄ*t)i • (ysin*w — c cosÄVi + sinw?) 
(ysin*w — c + sinw cosÄi;i)^ 

d^fj cos Wj 1 

»■ I i-M ■"■■ — ■ — • ■ ■■ I ■ ■ ■ » I ■ ■ ^■ ■■II ■ ■ - 

du yi — c ysin^w — c + sinw cosÄv^ 

• {ysin^w; — c • coshv^ + sinM;(l — c)}; 



d«f, . ysin^w — c ' cos Ä ^?, + sm ?i; (1 — c) 
— *- =: tg a = i^ — / ^ , 

^^8 yc • cos w ' yc-^ sin Ä* Vj 

d fdz^ \ (1 — c) • (ysin'w — c + sin w co^hv^ 

du\dxj R -yc ' cos*w . yc + ^mh^\ 



— 53 ~ 

Für co8W?i=sO wird: 



d^x^ 1 / c cos* w • Vc + siiiÄ*t?i 

^** r 1 — c JB (ysin*ti; — ~c + sin «? cos Ät?J ' 

d*2f, . c sinte; • cosw 

<*^ yi — c ' (ysin* K? — c -|- sintc cos Ät?i) 



Für >/sin*i(; — c ooshvi + sinw? (1 — c) = wird 

du j/l — c • (j/sin'w; — c + sinw; cosÄt^i) 

• {sin^ cosÄt?i4- V^sin^— c(l — c)} , 

Es seien mit m, resp. m^ die Werte bezeichnet, für welche 

cosm;i==0 resp. Ysm^w — c cosÄ^iH- sinM;(l —c) = wird, 
für die Grösse % wollen wir das Intervall 0--2aj' annehmen, 
für dieses wird cost(;<0. In analoger Weise, wie für die 
erste Fläche (S. 31), weisen wir nach, dass es in dem betrach- 
teten Intervall stets einen und nur einen Wert u^ giöbt, für 
Ui =» w^ wird ^2 ein Minimum. 

Der Maximalwert des Ausdruckes 

Ysin^w — c cosÄt?! + sin w ist w^= yT^c • cosÄ^i + 1, 

der Minimal wert m^= — >/l — c cosÄi?i + 1; da m^ > ist, 
so folgt: Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
dass ein Wert u^ existiert, oder dass es Kurven v^ mit singu- 

lärem Punkt giebt, ist m,.<0 oder cosfei^i > , für 

Wi= w, wird x^ ein Maximum, e^ = ein Maximum*); femer ist 



Cö'<l^,<2cö', Cö'<W^<2cö', |WJ>^; \(^2)m\> 



Sic 



^0 



da der Ausdruck Ä == l/sin^w; — c cos Ä v^ + siii w; (1 — c) für 
u^= co' J.>0, für Mi = M, J.<0, für u^^u^ J. = 
wird, so folgt: Wenn % nach einander alle Werte von o' bis 
2 a annimmt, so erreicht u^ zuerst den Wert u^ 

(o'<u^<u,< 2cd', 1(^2)^1 > 1(0,11 

Wir haben fiir die Kurven v^ somit folgende Ergebnisse 
gewonnen, < v^ < 00 vorausgesetzt: 

1) Der singulare Punkt ist also eine Spitze von der Form 2, S. 33). 
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Die Krümmungslinien v^^const. zerfallen in zwei Gruppen; 
und zwar: ist oo > cos hv. > ^ , so besitzen die diesen 

— ^ — yi — c' 

Werten entsprechenden Kurven eine Spitze, ist > eoshv^ 

^ 1 , so besitzen diese Kurven i;^ keine Spitze. Unter allen 
Kurven Vj^ giebt es drei besondere: 1) Die Kurve v^^oo, 

welche symmetrisch zur Geraden jgfg = ^ ist; 2) die dem 

Werte aoshv. = entsprechende Kurve, welche die 

y 1 — c 

örenzkurve bildet zwischen den* Krümmungslinien v^ mit und 
denen ohne Spitze; 3) die zum Werte G08hv^==l gehörige 
singulare Kurve. Der Verlauf der Kurven ist folgender, ganz 
ähnlich den Kurven v^ der zuerst betrachteten Fläche ^) , wenn 
Ui von bis 2o' sich bewegt: 

1) (X) > Goahv^ > n^ nimmt ab, bis es für 

^1 ^ ^OT ^^^ Minimum (^sTg)^ < -^ erreicht (Tangente parallel 

der Xg-Axe), x^ wächst, ^2 i^i^nit ab, bis beide für u^^^u^ 
in einer mit der positiven Xg-Axe einen spitzen, positiven 
Winkel bildenden, also nach oben gerichteten Spitze ihr 
Maximum erreichen; dann nehmen x^, z^ ab, bis für u^=2m' 
die Kurve die Gerade z^^ Zq senkrecht schneidet; der weitere 
Verlauf ergiebt sich durch Spiegelung gegen die Xg-Axe und 
alle im Abstände z^ =» Zq parallel gezogenen Geraden. 

2) cosÄi;i= cx). Nähert sich v^ dem Werte oo, so gehen 
die Kurven v^ immer mehr in die Meridiankurven einer pseudo- 
sphärischen Rotationsfläche vom hyperbolischen Typus und 

et 

demselben Radius jB über (Spitze in der Entfernung ^ parallel 
der Xg-Axe). 

3) cosÄt?! = . Die Spitze fällt in die Gerade ^2=^0 

und ist parallel zur positiven Z-Axe gerichtet, diese Kurve 
besitzt auf der Geraden z^ = Zq einen Doppelpunkt; unter den 



1) Aus diesem Grande sind diese Kurven nicht gezeichnet, ob- 
wohl numerische Berechnungen (vgl. S. 67 f.) ausgeführt sind. 
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Kurven v^ muss es also auch solche geben, welche auf dieser 
Geraden zwei Doppelpunkte besitzen. 

4) > cos hv^^l. Bei beständig wachsendem oc^ 

nimmt jsr^ zunächst ab bis zum Minimum (^2)»»; sodann zu bis 
0Q^ die Kurve besitzt einen Doppelpunkt auf der Geraden 
ig^^ g^» die singulare Kurve v^^O hat noch die Eigenschaft, 
dass {^2)m ^^^^ ^®^ ^^^ absoluten Betrage nach grösstmög- 
lichen Wert annimmt. 

4. Die geodätischen Ijinien der Complementärfläohe und 
das gegenseitige Entsprechen der Rotationsfläche und ihrer 

Complementärfläohe. 

Die Gleichungen A, B, C auf S. 37 gelten, wie dort be- 
reits bemerkt, auch für die neue Fläche. Die Integrale werden 
auf analoge Weise gewonnen, und wir erhalten für die Schar 
der parallelen geodätischen Linien auf der Rotationsfläche ihre 
orthogonalen Trajektorien, welche auch entsprechende Kurven 
auf der Complementärfläohe sind, und für die Schar der geodä- 
tischen Linien auf der Complementärfläche die Gleichungen: 

tc 

a. sm w sinw^= ^j 

b. y^i^w — c H- sinw; cosÄ^i = e , 

u 

/. 9 du 



Die Gleichungen A^, B^, C^, G, S. 38, 39, gelten unverändert. 
Die allgemeine Gleichung der geodätischen Linien der 
Complementärfläche lautet: 

B^ (y^m^w — c + sin m; cos h v^^ 



c. cosm; cosäVi — f srn^w -^ = -^5- 



u 



+ (B cos w cos hv^ — j sin^ w; du — q>j) = C^K 



Unter den geodätischen Linien der Schar a. auf der 
Rotationsfläche giebt es eine und nur eine, welche mit einem 
Meridian zusammenfällt, die entsprechende Kurve auf der 
Complementärfläche ist die singulare Kurve v^ = 0; für diese 



1 
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letzte Kurve ergiebt sich also wieder dieselbe Konstruktion 
(Fig. 13), wie für die entsprechenden Kurven (Fig. 12). 

Für die Rotationsfläche genügte es, t; in einem solchen 
Intervall zu betrachten, dass v^ zwischen und 2ä lag, für 
die Complementäi-fläche aber müssen wir v im Intervall bis 
oo nehmen. Um das gegenseitige Entsprechen der beiden 
Flächen studieren zu können, müssen wir wiederum annehmen, 
dass die Rotationsfläche aus über einander liegenden unendlich 
dünnen Blättern besteht, welche alle längs des Nullmeridians 
(^1 = 0) zusammenhängen (vgl. S. 40f.). Der Unterschied gegen- 
über der ersten Fläche besteht nur darin, dass die Anzahl 
der Blätter hier unendlich gross ist, weil nur ein einziger 
Meridian mit einer geodätischen Linie der Schar zusammen- 
fällt. Das gegenseitige Entsprechen der Rotationsfläche vom 
hyperbolischen Typus und ihrer Gomplementärfläche ist also 
derartig, dass der Gomplementärfläche, welche nach unendlich 
vielen Windungen um die Z-Axe sich einer pseudosphärischen 
Rotationsfläche^) vom hyperbolischen Typus, von welcher ein 

singulärer Parallelkreis in der Ebene ^2^'i li®8^7 asymptotisch 
nähert, unendlich viele über einander gelagerte, längs einer 

1) Diese Rotationsfläche ist identisch mit der Ausgangsfläche, nur 

parallel zur XY- Ebene um -^ verschoben, wie folgende Betrachtung 

lehrt : Bestimmen wir in den Formeln, S. 46 unten, die Integrationsconstante 
Uq in ^(Wi + 1*0)1 8^ dass für tt = sin"w=sc wird und bezeichnen 
diesen Winkel w mit Wq , so wird sin^WQ = p (Wj + w + w') — e, , 

r = -~z=i^:^ I — (% + öj + ütt') + «1 Wi — ij — ?]' j ; die Gleichung der 
Meridiankurve wird nach Formel (11), S. 12: 

z -= ■ sinM;^ = t^(u + (o + to) — e^ 

yi — c yi — c ^ ^ 



B 



— Ä-^^ 






_ (g«-gi)fa — g»)^ ^ jg-l/ c 1 

/* / ^ /.. I \ . \\4^ Vi — c sin w ' 



z 

yi — c 

dies sind aber die Gleichungen S. 51 unter (7); damit ist der Beweis 
erbracht. 
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Meridiankurve zusamjxienliängende^ unendlich düune Blätter 
der Rotationsfläche entsprechen. 

5. Numeriflohe Bereohmingen. 

In analoger Weise wie für die erste Fläche wurden auch 
für diese die numerische Berechnung einiger Punkte durch- 
geführt. Wir wollen die Resultate angeben (Formeln 1 — 17, 
Art. 45 der „Formelsammlung^'): 

^1 = i gewählt: ^i — ^g = 1; ^i — ßg ~ i> ^ ~ ^ = i^ 
Z = 0,027 889, l<^, ^^<iöoöö? schon P wird wenig die 
Rechnungen beeinflussen. 

h = 0,013 945, (öl = 1,659 9, »g = i • 2,257 6, rj^ = 0,493 27, 

.0 = 2,41272. ,3 = -^0,27554, 

Um ein ungefähres Bild von der mehr oder weniger 
schnellen Annäherung der Fläche an ihre Asymptotenfläche zu 
geben, seien für r^ == ;r die Differenzen (x^)^ — (x^),, {x^\ = (^2)»' 
und das Azimuth 9 berechnet, man fand 

(^»)m - M. = 0,000 604 < ^, (x,), - (x,)„. = 0,004 1 < ^, 

<p = 120« 43' 38". 

Zusammengefasst erhält man für die fünf Kurven die folgen- 
den Koordinaten; die den Werten m^ = 0, 2a>', m„ m„, et ent- 
sprechenden Punkte seien mit 1, 2, 3, 4, 5 bezeichnet. 

1) cosÄVj = 1, 9) = 0. 

1) 0,118, 0, 

2) 2,118, z^^- 2,413, 

3) fehlt, 

4) 1,5, - 2,974 7, 

5) 0,5, - 2,206 4. 

2) cos hv. — p4= = ij, ff) = 13« 13' 30". 

1) 0,166 7, 0, 

2) 

3) 

4) 1,3018, -2,4944, 

5) 0,6708, -2,1008. 



} 1.Ö, «0, 
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3) coshv^ 


-cosÄ*, 9) - 16« 8' 24". 


1) 0,173 8, 0, 


2) 1,438 6, g„ 


3) 1,4433, 2,317, 


4) 1,2284, -2,3819, 


5) 0,693 4, - 2,083 4. 


4) coBÄt-i = cosÄ ", ?. = 37« 19' 12" 


1) 0,2202, 0, 


2) 1,1353, g„ 


3) 1,257 4, 2,1398, 


4) 1,208, ••• 


5) 0,8248, -1,9612. 


5) Vj = oo . 


1) 0,5, 0, 


2) 0,5, e„ 


3) 1 




4) 


1,118, 1 • 


5) i 





lY. Complementärfläche der PsendospMre als Orenzfall. 

Setzen wir in den bisher aufgestellten Formeln c = 0, so 
erhalten wir die Formeln für die Complementärfläche der 
Pseudosphäre; diese sollen jetzt kurz durch Grenzüber^nge 
abgeleitet werden. 

Zunächst ist ^ = '~r~> ^^® Gleichung der Pseudosphäre 
(S. 12, Form. (11)): 

X = Bsinw cos ü^; y = Rainw sin ^, ^ = —f GOB^wdu 

= — jR cos w — B log tg — • 

Wollen wir aus Gleichung (24), S. 16 die allgemeine 
Lösung für c = ableiten, so müssen wir der willkürlichen 
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Constanten Cj zunächst eine andere Form geben, weil sonst 

^ = cx> würde. Setzen wir C^ == ^ü" ^ "" ^; ^^ j®*^* ^ ^® 
willkürliche Constante ist, so wird Gleichung (24), S. 16 

sin !— 1 {v + a) 

t^ = — = (l/sin^ w + c^ + sin «<;) -= 

^^1 cos Il£i (tJ + a) 

und da lim ^^^ = 1 , lim t = ^-li^ . sin w. , 

1^ = qp ' Ci = 0* jB ^' 

2?* — (t? + a)*siii*w . 2jB(i? + a) sinw 

COS Wi— 2J8 + (t, + a)« sin* ^ö ' ^^^1 = Jg* -|- (t, + a)« gin« w; ' 

Ist a == 0, SO wird (7^ = — -^, wollen wir also aus den 

Gleichungen (27), (28), S. 17, durch Grenzübergang für Cj^ = 
die entsprechenden Gleichungen ableiten, so müssen wir zu- 
nächst in den Gleichungen statt v^ überall jt — v^y also — cos v^ 
statt cost?i, — sin^i statt sint?! setzen, dann können wir den 
Grenzübergang ausführen und erhalten: 



ci=o( ^/-^—i — i — , . y^v I I.V. 

* ysin' w4-c. + sm w cos ^ i: / -; \- ^=r^ sm w 

' III B / sinw jB' 



9 ' 



^1== 



2 22 sin t« / V , V . v\ 
222sini£7 / ' V V v\ , 

'" 14- :=C5Sin'W 



— 1+ ^sin*w; 



V« 



7? 

0^ = z + B cos m; 



i?« 



Für die elliptischen Funktionen wird nach Art. 10 der 
„Formelsammlung'^ der Grenzübergang ausgeführt.: 

^1 — 3 ; ^ — ^3 == 3 > 0^2 — 3 ? fl's — 27 ' \2ö/ ~ ^ 
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COS h*^pr cos Ä^ 



cos W? = tg Ä ^ , 







<; 






Somit erhalten wir für die Complementärfläche der Pseudo- 
sphäre^) die Gleichungen: 



^1 = 



2 ij cos Ä ^^ 



cos Ä* ^ + 



r I COS ^ + ^ • sm -=■ I , 



B ' iJ^ 



2l{cos% r^ 



COSÄ-p 

ie^i = — w — 2 jB sin h ^ 



^^* 1- + 55 



Da diese Gleichungen bereits bekannt sind^ soll auf eine 
Diskussion nicht eingegangen werden. 

V. Zusammenhang der psendosphärischen Complementärflächen 
von Rotationsflächen mit den Enneperschen psendosphärischen 
Flächen^ welche eine Schar ebener Erttmmnngslinien besitzen. 

In den „Nachrichten der königl. Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Göttingen vom Jahre 1868 und 1876" hat Enneper 
die pseudosphärischen Flächen, welche eine Schar ebener Krüm- 
mungslinien besitzen, näher untersucht. Diese Flächen sind 

dadurch charakterisiert, dass tg — = e"i + ^^ ist, wo u^ Funktion 



1) Vergl. Bianchi, Math. Annalen Bd. XYI und Differential- 
Geometrie S. 469 f. 
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allein von u, v^ allein von v und 2w der Winkel der Asymp- 
totenlinien iät. 

Über diese Flächen sind a. a. 0. die folgenden Sätze auf- 
gestellt: 

1) Ist für eine pBeudosphärische Fläche tg — = e*^ + ^>, so 

liegt die eine Schar von Krümmungslinien in Ebenen, die 
andere auf Kugeln, welche die Fläche senkrecht schneiden, und 
die geodätische Krümmung dieser Kurven ist constant^). 

2) Besitzt eine pseudosphärische Fläche eine Schar ebener 
Krümmungslinien, so liegt die andere Schar auf Kugeln, welche 
die Fläche senkrecht schneiden, die geodätische Krümmung 
dieser Kurven ist constant und für die Fläche gilt die Glei- 
chung tg 2^ = 6"! + "». 

3) Liegt die eine Schar von Krümmungslinien einer 
pseudosphärischen Fläche auf Kugeln, welche die Fläche senk- 
recht schneiden, so ist ihrer geodätische Krümmung constant, 
die andere Schar Krümmungslinien liegt in Ebenen und es ist 

4) Hat die eine Schar von Krümmungslinien einer pseudo- 
sphärischen Fläche constante geodätische Krümmung, so liegt 
sie auf Kugeln, welche die Fläche senkrecht schneiden, die 
andere Schar von Krümmungslinien liegt in Ebenen und es 

ist tg ^ = e"i + «'^ 

5) Zu diesen vier Sätzen kommt noch hinzu, dass die 
Ebenen der Krümmungslinien alle durch eine feste Gerade 
gehen und die Mittelpunkte der Kugeln auf dieser Geraden 
liegen; daher nennt man diese Gerade die Axe der Fläche. 
Der Radius der geodätischen Krümmung ist gleich dem Radius 
der osculierenden Kugel ^). 

Der Beweis der vorstehenden Sätze ergiebt sich ohne 
Schwierigkeit, wenn man etwas allgemeinere Formeln auf- 
stellt; dazu seien folgende Bezeichnungen eingeführt: Es seien: 
a, 6, c; a', 6', c'; a", 6", c" die Winkel, welche die Flächen- 



*) Diese letzte Bemerkung findet sich dort nicht angegeben. 
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normale, Tangente der Krümmungslinien v = const., Tangente 
der Krümmungslinien u = const. mit den Axen bilden; lifiiV^^ 
A2/i2^2 die Winkel, welche die Hauptnormalen, \m^n^, l^m^n^ 
die Winkel, welche die Binormalen der Krümmungslinien mit 
den Axen bilden; q^q^ die Krümmungsradien, li^S^i, i>2%^ 
die Koordinaten des Mittelpunktes der osculierenden Kugel, 
jRjiJg die Radien derselben für die Krümmungslinien, d^ö^ die 
Winkel, welche die Flächennormale mit der Binormale der 
Krümmungslinien bildet, fernen seien 

gesetzt, dann bestehen allgemein für jede Fläche folgende Glei- 
chungen^): 



r^x 008 Xj C08 a xr 



cos a", 
cosZj TT I cosa" 



(3) ^^^^^ = SiCosa + 



9i " r, 



1 



(4) (6i-ic)-(^45^--Hiär/ = cosa-^ + cosa 







^1* ^ du/ du du 



(6) cos^i = pijffi, sindi==— , cotdi = 5iri. 




»•i 



/rk \ COS X, COS a 7-r , 

(2 a) = ^ cos a , 

/« s cos L .,-^ cos a 

(3a) ^ = --j^cosa 



1) A. Enneper, üntersnchnngen über die Flächen mit planen 
und sphärischen Krümmungslinien (Abhandlungen der königl. Gesell- 
schaft d. Wiss. zu Göttingen Bd. X^TTT vom Jahre 1878). Die Ableitung 
der Gleichungen (1) — (6), (la) — (6a) geschieht durch Anwendung der 
allgemeinen Formeln aus der Theorie der Raumkurven auf die Flächen- 
kurven. 
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8^\ .„ ai 



(4a) (!,-«;). (^i^-^^J = co8a^ + co8a'^, 

(6a) cos *2 = — ^2^2; sin *2 = |^; cot d^ = — ^2^* 

Ist eine Schar von Krümmungslinien, etwa u = const., 
sphärisch, so muss R^ Funktion allein von u sein, dann folgt 
ans Gleichung (5 a) als notwendige und hinreichende Be- 
dingung : 

,_^ 1 cos (f , . -TT 

und mithin 

(ß) I2 = ^ + -^2 (^ös a cos 6 — cos a' sin ö), 

wo 5 allein Funktion von u ist. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 
die Krümmungslinien v in Ebenen liegen, ist (9) cot S^ = r^ H^ 
allein Funktion von v. 

Die Formeln (1) bis (9) gelten allgemein für Flächen; 
haben wir es mit pseudosphärischen Flächen zu thun , so 
so kommen noch folgende Bedingungen hinzu (vgl. S. 10): 

(10) E = cos^m;, G == sin^w;, r^ = Reotw, r^^ — 2?tgw;; 

(12) H,^ L.|!?, H^^J_^J^, 

^ '^ ^ cos w dv ^ ^ Buiw du 

Aus den Formeln (7) bis (12) folgen die auf S. 61 auf- 
gestellten ersten vier Sätze. 

Wir betrachten jetzt also die durch tg — = e"i + *'i charakte- 
risierten pseudosphärischen Flächen; für diese ist: 

(13) { <'«««' = -*g^K + ^i)' ^^"^- coshil+v^y 
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wo dl der Winkel der Ebene mit der Fläche ist (Gleichg. (14) 
folgt aus (9)); femer 

(15) ^ = ^, = i- (folgt aus (12 und (7)). 

-B^ bedeutet die geodätische Krümmung der Krümmungs- 
linien u =» const.^ üg den Radius der osculierenden Kugel; es 
ist also der Osculationsradius gleich dem Radius der geodä- 
tischen Krümmung der Krümmungslinien u = const. 

Gleichung (11) geht unter Berücksichtigung der Glei- 
chungen (13), (14, (15) über in: 

(16) cosM«. + fx)-(^ + |-|;(cotd,)) 

- 8inh(u, + V,) [H,' - ^+^f^^ } = 0. 

Aus dieser Gleichung leitet man durch zweimalige Diffe- 
rentiation die für u^ und v^ bestehenden Differentialgleichungen 
ab, wir differenzieren zunächst nach u: 

(17) cosÄ(wi + v^) ' -^-J^ - sinA(wi.+ v^)2H^ -^ 

+ sinÄ(t^i + ^i) • ^2 (^ + |- ^ (cot*i)) 
~ cosÄ(i., + v,)^H^ (H,^ - ^ +^f ^' ) = 0. 

Durch Differentiation von (17) nach u erhält man unter 
Berücksichtigung von (16) und (17) die Gleichung: 

(18) J?,^-^.^_4^3^^0; 
(20) ^^^ = = du , 



i 
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wo A^B^ willkürliche Constante sind; H^ ist also eine ellip- 
tische Funktion von u. Bezeichnen wir mit a^, ß^ die Wurzeln 
der quadratischen Gleichung H^^ + 2Ä^H2^+ B^ = 0, so 
können wir, um die Gleichung (20) auf die Normalform von 
Weierstrass zu bringen, setzen: 



(21) 



Sj* — og = m,» (Sg — c^) , 



wo m^* eine noch willkürlich zu bestimmende positive oder 
negative Grösse ist. 

(22) dg. =---, - ' --du. 

yH,' + 2Ä,H,^ + B, w« V4 (8, - 6;,) («2 - e^) (8^ ~ e,) 
Es ist also: 

Sg = j^o (mg (u + Wq)), e^i^e^e^ gleich einem der Werte e^e^ e^, 
wo, wenn e^ e^ e^ reell sind, e^ > e^ > ^g sein soll. 

Wir wollen jetzt u^ als Funktion von u ausdrücken; da 
JSo = T^ ist, so wird 

(2 5, 



(22a) duj^ — m^du' "j/sg ~" ^a ~ 



Setzen wir: <= Y ^ _ ^ , so wird: 



«2-^ 



f3-l=_^^iIl!L du,^j^^ 



(«2 - «v) 

oder — Wj = — loguat ^^^ + const., 

wobei aber ,e^^ ^ e,, vorausgesetzt ist. 

Hierbei ist folgendes zu beachten: Da u und H^ reell sein 

m..»„. „,,s wegen ?,^ . 5. a,eh ». „.U „i„. W .„n 

^ > 1 , d. h. e^ > ß^, , so ist log nat ^^^ reell und wir können 
ohne Beschränkung der Allgemeinheit die Constante gleich 

Bolke, Gomplementftrflächen. 5 
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setzen, ist dagegen ^< 1, ^^ > ^^^ so ist , < 0; um u^ in 
reeller Form zu erhalten, müssen wir dann 

const. = lognat(— 1) 

setzen. In den folgenden Formeln ist c^ > e^, also ^ > 1 vor- 
ausgesetzt. 



(23) 



(24) 



y «2 - «^ = "j/v-^ • cös Ä«*i , 



wo 52==^ [%(w + Wo)] i*^*- 
Femer wird: 



O} 



(25) flg2 _ ^^2(g^ _ g^) _ ^^2 1 (g^ _ g^) eos A^Wi + (e^ ■ 

= A cos Ä^Mi + (7, 

wo also zur Abkürzung ^2^(6^ — 6 ) = -4, vn^^{e^ — C;^) = C ge- 
setzt ist. 

Führen wir den Wert von H^ aus Gleichung (25) in 
Gleichung (16) ein, so erhalten wir cos^Jj als Funktion von 

v^ und zwar da -^-^ = ^cosÄw^sinÄM^ ist, zerfällt Gleichung 

(16), wie eine leichte Rechnung lehrt, in zwei Gleichungen: 

1 dcotd. A ' 1 7 

^ — j — - = A sm hv. cos hv^ , 

(26) f ^;^ 

fft — - == C — J. sin h^v^ . 



B' 



Die erste Gleichung (26) folgt durch Differentiation der 
zweiten nach v. Durch Elimination von v^ aus (26) erhält 
man eine Gleichung zwischen S^ und v und zwar wird: 

J_ /dcot^y _ / i + cot* d^ _ ^\ / l + cot» 8^ __ c _ ^) = 0. 



Setzt man ai = C— =, j8i = C+J.-- -p,, so wird: 



(27) 



1^ 
B 



B 

d cot 8^ 



1 //cot« ^1 \ /cot« ^i 7\ 



= dt?. 
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Da diese Oleichimg (27) der Gleichung (20) ganz analog 

ist, femer --i = — — ^ cot 6. ist, so kann man für — =-^ ohne 

weiteres Formeln aufstellen, welche den Formeln (21) bis (25) 
analog sind, e/> e^' vorausgesetzt: 

(28) { i,cot^*,-«, = <(5,-6;), 

^ ^ COt2*3^ - /3i = *»i'(5i - O . 

d cot S^ 



(29) 



(30) 



(31) 

(32) 



1^ 

B 



]/(i^ cot* S, - «,) (i^ cot« S, - ft) 



rf«, 



«1 = F [»»1 (» + «o)] • 

Ve; - e; e+ '. - Vs^ - e; - Ys^ - e/, 
ye; - e/ • e-". = ys^ - c/ + •)/«, - < • 

I y'«i — V = v'V — V • cos Ävi, 

^ y«! — e/ = — V%' — V ^^'^ **"!• 

V« - e/) = «1 = C- ^, 

%" « — V) = /Si — Ol = ^• 
(32a) Bm,'e{ = -A-2C + ^, ^m^»e;= -Ä+ C- ^ 



Aus den Gleichungen (24) folgt unter Berücksichtigung 
von (25) und (21): 

(33) m,*(e^-e,) = c^ = C, m^\e,-e,) = ß^- Ä+ G, 

»h* (e, - «f,) = ßi — cc, = Ä. 

(33a) 3»nj*e^ ^ — 2C, 3»»,*«^« ^+C, 

3»tj> e, - 2^ + C. 

6» 
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(34) 



Aus den letzten vier Gleichungen ergiebt sich: 



m^^ e/ = Wg^ e^ 



3Ä^ 



Aus diesen Formeln kann man bereits den Übergang zu 
den Complementärflächen der Botationsflächen machen; wir 
wollen jedoch zuvor die Formeln für die Cartesischen Koordi- 
naten der Enneperschen Flächen ableiten. Wir können uns 
dabei sehr kurz fassen, indem wir auf Göttinger Nachrichten 
1868, S. 258 f verweisen. 

Die Richtungscosinus der Normale der Ebenen der Krüm- 
mungslinien -y sind cos ?i cosm^ cosWi« Nach Formeln (3), (6), 
S. 62 wird: 

cos l^ = cos a cos d^ + cos a" sin (J^, 

cos m^ = cos b cos S^ -f cos fe" sin d^, 

cos Wi = cos c cos dj + cos c" sin S^ . 

Durch Rechnung leitet man das Bestehen einer Gleichung 
von der Form: 



cos Zj , 
d cos 2j 

d* cos li 
dv^ ' 



cosm 



1? 



cos n. 



d cos Wj d cos »1 



dv ' 

d* cos mj 
~~dv^~~^ 



dv 

d* cos nj 
dv^ 



= 



ab, aus welcher 

(35) cos ?i cos «Q + cos % cos /3q + cos n^ cos y^ = "^ 

folgt, {c^^ß^yQ Constante), d. h. die Ebenen der Krümmungs- 
linien V sind einer festen Richtung parallel. 

Nimmt man diese Richtung parallel der Z-Axe und be- 
zeichnet mit q) den Winkel, welchen die Ebene der Kurve 
V mit der X-Axe bildet, so wird 



mithin: 



(36) 
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cos 9> == cos m^, sin g? = — cos l^^ cos n^ = 0, 

— - sin 9 = cos a cos S^ + cos a" sin d^ , 

cos (p == cos b cos ^1 + cos ft" sin d^ , 

= cos c cos dl + cos c" sin d^ . 



Durch Differentiation nach v folgt unter Berücksichtigung 
von Gleichung (6) bis (9), S. 11, 12: 



+ COS W j^ 



(36 a) 



(cos a sin o^ — cos a cos oj l-^ + -^- 1 , 



+ sin Ol 5— cos a , 



dw 

smop :j^ 



= (cos b sin d^ — cos 6" cos d^) (-j^ + ^^^) , 



, . «> dw ,, 
+ sin d, ö— cos , 

= (cos c sin dj — cos c cos d^) ( -^ H — j^- j , 

+ Sin d. ö— cos c . 

Durch Quadrieren und Addieren folgt aus diesen Glei- 
chungen mit Hilfe von (13), (25), (26), S. 63, 66: 

Wegen der Gleichung (35) kann man 

a? sin 9? — y cos tp == O 

schreiben, wo. O allein Funktion von (p oder von v ist. Durch 
zweimalige Differentiation dieser Gleichung kann man für O 

die Differentialgleichung w— j + ^ = aufstellen, welche in- 
tegriert ^ XqBitkp — y^ cos (p giebt, die Ebenen gehen also 
alle durch eine feste Gerade; nimmt man dieselbe zur ^-Axe, 
so wird: 



(38) 



x^mtp — ycos9> = 0. 



Durch Differentiation dieser Gleichung nach v^ findet man 
mit Hilfe von (37) und (36): 
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/oci\ I Bin w • Sin ^. 

(39) X COS 9 + y sm 9) = ^ 

dv 



B • yC^ CA • sin S^ • cos h {u^ + v^) 
z berechnet man aus der dritten Gleichung (36), es wird: 

K- = sin «c? cos c" == — sin M? cot d, cos c 



cotdj /dx dy dy dx\ 

cosk; \du dv du dv) 



Nach Formeln (37) und (38) berechnet man ö^ 0^ o- 0^ 
und erhält schliesslich: 



^^ Ä yc* + CA . cos Ä* (t*i + vj 

.(41) ,^ + ^^ Y(^^+ S-ü, 

^ ^ ByC(C + A) 

Zur Bestimmung von U dient die Gleichung: 

d z , cos w 

5— = cos m; • cos c = i— r^ 

d u sm dj 

• (sin (f cos 6 + cos (p cos a) = (nach (36 a) 

dz (d8, , co8w\ 1 

^w \dv ' E J Byc^-\-GA' sin« ^^ 

Durch Vergleichung mit dem durch Differentiation von 
(41) nach u gewonnenen Ausdruck folgt: 

U = , =-^ = , * = mJ (Sa — 63) • , 



yc^+cA yc*+cA "* ^' ''^ yc^cA 

(42) ?7= (de*) ^^^ g(m, (^* + u^) 

+ ß;i («* + Wo) Wg + const.) . 

Die Gleichungen (38), (39), (42 a) stellen die Gartesischen 
Koordinaten einer beliebigen Enneperschen Fläche dar. 

Es erübrigt noch 9 als Funktion von v auszudrücken; 
wir hatten (öl. (28)): 



ii 
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d<p 1 
dv 



^•>^^(^+^) .,H^o+ "^ 



Setzen wir 

so wird io'w = ^^ >/C(C+ J.) , 

mithin: 

— 7 (% (V + t^o) — ^) — -f ^1 • 

(43) g»n.y^/f"'^'. '^(»H » + %)-«') 

^ ^ <F (Wi (i; + %> + ^) 

(44) 9 {m{v + v^) — pw = ^T^ . 

Auf die explicite Darstellung der Grössen xy0 in Funk- 
tionen von u und v soll nicht weiter eingegangen werden. 
Vielmehr soll jetzt aus diesen allgemeinen Formeln der Über- 
gang zu den Complementärflächen der Rotationsflächen ge- 
macht werden; dabei sei ü = 1 gesetzt. 

Die Gleichungen (21), S. 65, gelten allgemein für die 
Enneperschen Flächen. Bestimmt man in diesen Formeln die 
willkürliche Grösse Wg^ = — 1 und setzt H^^^cos^w, wo w 
eine Funktion von u ist, — zwei Substitutionen, welche ja ganz 
allgemein gestattet sind und welche wegen der Formeln (34), 
S. 19, resp. a., S. 25 und (15), S. 64 ausgeführt sind — so ist, 
um Übereinstimmung der Formeln (21), S. 65, mit den For- 
meln (34), S. 19, resp. (10), S. 46, herbeizuführen, d. h. um 
aus den allgemeinen Enneperschen die Complementärflächen 
der Rotationsflächen abzuleiten, notwendig und hinreichend, 
dass eine der Wurzeln «^ ß^ den Wert + 1 annimmt, dass also 
entweder (7=1 oder C + A^ 1 wird. Ist C + Ä^ 1, so 
wird a/ = e^', wir erhalten, e^ > e^ oder J. < vorausgesetzt^), 
die Complementärfläche der Rotationsfläche vom elliptischen 

1) Hätten wir e >c angenommen, so hätten wir für (7+ -4 = 1 
die Complementärfläche der Eotationsfläche vom hyperbolischen, für 
C = 1 die der Botationsfläche vom elliptischen Typus erhalten. 
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Typus; ist (7=1, so wird e^' = e^', wir erhalten die andere 
Complementärfläche; ist ausser einer dieser Bedingungen noch 
^ = oder e^ = e^y ^r = ^/<? so wird durch diese Specialisie- 
rungen die Complementärfläche der Pseudosphäre bestimmt. 
Die elliptischen Funktionen von v reducieren sich also immer 
auf Exponentialfunktionen, im Grenzfalle (7= 1, JL = ausser- 
dem auch noch die elliptischen Funktionen von u. 
Wir wollen jetzt die Grenzübergänge ausführen: 

I. ^+C=1, 6/ = 6;, J.<0, ^ <^xy^X>%y 

^X '^ ^1} ^n '^ ^S) ^v "^ ^9 

6j 6g =« 1 , 6j ^3 *^ ^1 ~r ■'■ ; ^2 ^8 "^ ^1 7 ^ "^ ^ ^ ^9 

A = i, 

-ffg' = — («8 — «i) = — (Sj — 61) = COS* W, 

-^2* — Ä = — («2 — O = — («2 — ^2) = — sin^w;, 
Jäg^ — «2 = — (^2 — ^/i) = — (^2 — ^) == — (sin^w; + q); 
femer wird nach (23), (24), S. 66: 

e+**i = --pr (>/sin^ m; + Ci + sin w) , 
e~ "i « -pz (Vsin* w + c. — sin w) , 

1 / — : 1 

COS AM. = — ^ • ysin*t<; + c, , sin^ti. = —r=z • sin«;. 

Da «j = + c^^ /^i = wird, folgt, aus (29): 

d cot ^^ 



J cotfTi 



>/cöt* dj — Ci 



V + Vq, 



cot tf 1 = H / ^ \ ) wo ^0 = 7= bestimmt ist 

sin {yci v) yc^ 

(vgl. Winkel /[*, S. 27). 

Aus -j^ == — cot dl folgt mit Hilfe der vorigen Gleichung; 

e-. = tg(>f-«), e+'. = cot(4-^), 
COS hv. = — . ,— V , sin hv. = cot (Vc. v) . 
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Nach (37) wird: 



= Yc^ + l sinMi = yci + 1 



;8? 



dv ^^ 1 r 1 • sin« (y^ t?) + Cj 

Durch Vergleichung mit Formel ß. S. 22, sehen wir, dass 
dieser Gleichung genügt wird durch: 

cosijp = ]_ := (V^ COS (y Ci + 1 v) cos(yc; v) 

y sin* (yci i?) + <Ji 

+ y Ci + 1 sin (y q + 1 1?) sin yc^ üj 

sin y = (— y^ sin (y^~+~i v) cos (y^^ v) 

+ yq + 1 cos (y q + 1 v) sin y^i vj . 

Für icy;2f erhält man endlich die Werte: 

y sin* w -\- Ci -\- Bin, w cos t?^ y sin* w + q + sin w cos v^ 

costo "j/sin'w + Ci • cost?^ 4-81'!^ 1 I 2 // 

= — — "" ■""" — f COS M? öfW , 

wo v^ = y^ . V und Fl Fg die Bedeutung der Gleichungen auf 
S. 17 haben. 

n. C«l, 6/=e/, ^<0, A^-c, c>0, 

Cjl = ^1 , 6^ = 62^ ^/i ^^ ^8 > 

^;i — e^ = 1 — c ist jedoch nur dann > 0, wenn c < 1 ist. 

H^^ = — (^2 — ^x) = "" (^2 ~" O ~ COS^ W, 

H^^ — ß^^ — («2—0 = — (^2!—^) = — (sin^w; — c), 
H^^ — c^^ — (52 — ^^) = — («2 — ^) == — sin*^;, 
e+wi = __- (ysin^ w; — c + sin !(;) , e-"i= — (ysin^t«;— c— sinw;), 

j/c yö 

cos Au, = -TT sint(?, sinÄw, = -prysin^t^;— c, 
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COS Ä Vj «= cot h (Vcv) y sin Ä t?! = r r \ f 

sin h \ycv) 

jl = 1/1^ • ,_t;'J:^: , (S. 50 Formel g.), 



JJ — 



y = 



sin Ä* Y^v + c 



l/sm*^ — c + sinw cos Äl/cv 



j/sm*«; — c + sin w cos Äycv 1 

cos w? ("j/sin* w — c cos Ä "j/c t? + sin w) /» 2 ^7 

Z — — ■ ■ ~7 — . ^_ s ^~ / COS W (IH f 

|/l — c (y sin * w? — c + sin i(? cos Ä y c vj *^ 
WO jetzt: 

V. = , cosfyi— cv) cosÄl/ci; + — =^ sin 1/1 — c v • sinÄl/cv , 

K =* , sin ("i/l — v) cos Ä l/cv ^r cos 1/1— c v • sinÄl/ct; 

ist. 

ni.i) c=i, J.-0, «1 = 0, /3i = o, 

COtd, == — — , 1 + COt^ d. = ^-T^ == ^ 8 > e^'i^V, 

^ t; ' ' 1 sin* dl v' ' 



1) Wird ^ = , aber 0^1, so erhalten wir eine pseudosphärische 

Fläche, deren Gleichungen keine elliptischen Funktionen enthalten, die- 
selben lauten: 

cosop 1 sing) 1 



C sin ^1 cos Ä (Wj + Vi) ' ^ C sin ^^ cos h {u^ + ^i) ' 

g ^ C — ^^^ + Cw — l/Ö cotÄ VCt* 
J sinÄ«>/Cw 

sin fe« |/C— 1 y — sinfe« |/Ö^ 

sinÄ« "|/C— 1 V + sinÄ* j/Om ' 
WO: 

^, , , sin Ä« l/Ct* + sin Ä* l/C^^ t; 

COSÄ(Wi + t?i) = —7=^ , » 

2 sin Ä >/C M • sin Ä )/C^=n[ t? 
cotdi = — yc — 1 cotÄyC— 1 t;, fij= — |/Ö cot Ä "|/C w , 



ist. 



(ly _ Csin^«T/0— 1 t? 

^'^ ~ 0— 1 + C sinÄ*(C^^ 1;) 
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V ' ^2t? ■'•2t? 

Aus (22a) folgt: 



^«1 = — ß—tti ^ cos Äw, cos hu. = ^i i— (cos h^u + 1) , 

COB hu' ' ^ 2 coB hu ^ ^' 

fiinÄWi = — s r— (COSÄ^W— 1), Ä = + tffÄW, -^= « I ^ > 

cos©= ■ (cost;— ysint;), sin g? = — : (sint; + v cosi;) , 

2C0SÄW / . V 2cosAt« / • , \ 

^== — 18 — i — i(cost? — t;sini;), v= — i:^ — \ — 5(sint; + vcosv), 

, 2sin^t« cos^t« 
j8^ = — wH ri i — r-' 



Anhang. 

Es sei an dieser Stelle noch eine Erweiterung der vor- 
liegenden Arbeit kurz angedeutet; dabei sollen ohne nähere 
Ausföhrungen nur die Ergebnisse angegeben werden. 

Wir betrachten einerseits den zweiten Brennflächenmantel 
eines pseudosphärischen Strahlensystems^ dessen erster Mantel 
eine Rotationsfläche ist^ die sogenannte ^^Bäcklundsche Trans- 
formierte^) einer Rotationsfläche^^ 

Die Gleichungen derselben lauten nach S. 15, Form. (23), 
J? = 1 gesetzt: 

cos 6 -ö-^ = sin Wi cos w + &in6 cos w^^ sm w , 
(1) { 

cos I -^ + ysirrw — c\ =— cos^c^^ smw?— smtf sin^i cosw;. 

Wir betrachten andererseits die Enneperschen pseudo- 
sphärischen Flächen mit einer Schar sphärischer Erümmungs- 
linien ^). 

1) Bianchi, Diff.-Geom. S. 465. 

2) Göttinger Nachrichten 1868; daselbst sind die Rechnungen nur 
nnter Annahme von positivem constantem Erümmnngsmass durchgefdhrt, 
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Sind 12g der Osculationsradius^ z der Winkel, unter welchem 
die Kugel die Fläche schneidet, so folgt aus Gleichung (7), 

S. 63, wenn man % = cotgr, 7t^=^ ^ — -, — setzt, für die 

Xv« Diu » 

Enneperschen pseudosphärischen Flächen die Gleichung: 

(2) -^- - = ^2 Sin w^ + 3^1 cos w^ . 

Aus der allgemein für pseudosphärische Flächen geltenden 
Gleichung -^ ^ = sin «<; cos «<; folgt durch Integration: 

(3) {^-^ = Y {^1— ^2*+ 1) <5ös 2w^ + n^ üt^ sin 2wi 

— 2 cos w. -T^ + 2 sin w^ -^ + U. 
^ du * '■du 

Bildet man aus (2) und (3) die Grösse 2 -k-^ ^ ^ , so 
folgt durch Vergleichung der beiden Werte: 

(4) 2£7+3K«+V)-* = 0, 

(5) ^-4 = ^ + Y = 2(V+V)-Y, 

WO h eine willkürliche Gonstante ist. 

Setzen wir ^r^ = tg tf sin w;, 3r2= , so wird Gleichung (5) 

identisch befriedigt, wenn c + 1 H ^ t" = ist und 

die Gleichungen (2) und (3) gehen in (1) über. Daraus folgt: 
Die Bäcklund'schen Transformierten einer Rotationsfläche ge- 
hören zu den Enneperschen Flächen mit einer Schar sphäri- 
scher Krümmungslinien. 

Umgekehrt lässt sich der Satz beweisen: Wenn jr^ und 
Tt^ durch elliptische Funktionen von u dargestellt werden 
sollen, oder wenn — was auf dasselbe hinauskommt — 
zwischen ^^^ und x^^ eine lineare Beziehung besteht, so lässt 
sich die zugehörige pseudosphärische Fläche stets als die Bäck- 
lundsche Transformierte einer Rotationsfläche auffassen. 



doch lassen sich auf dem von Enneper gezeigten Wege dieselben Unter- 
suchungen unter Annahme von negativem Krümmungsmass sehr leicht 
anstellen. 
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Ist nämlich die lineare Beziehung von der Form 

so folgt aus dieser und Gleichung (5) -^ = 1 und man 



COBW 



kann ganz allgemem ^Tj = tg <j sm m?, ^2 = setzen, die 



COB0 



allgemeinen Gleichungen (2), (3) reducieren sich bei geeigneter 
Bestimmung von c und 6 auf 1 und diese Gleichungen sind 
ganz allgemein integrierbar, während Enneper das allgemeine 
Integral der Gleichung (2) nur mit Hilfe einer particulären 
Lösung angiebt. 

Die allgemeine Lösung derselben lässt sich schreiben: 

w^i sinw7 -f" * sintf cosw cos (Vi -\-i^ — i^) 

"" cos(yysin»w7 + tg«(? * cofl(^i + *8 + »i)' 



wo 



«^i^T^tg^^+ct;, 



cos 2^1 = - / , sm2i. = .J— ^ ^=r^ 

y sin* iü + tg* (T y sin* w -\-tg^a 

du 



4 = — Y sin <y ytg^TTc J ^ 



sin*w C08*<F + sin^'ff 



ist. 

Wird <y = 0, so erhalten wir die Formeln für die Com- 
plementärflächen der Rotationsflächen, wird tg^<y + c = 0, so 
erhalten wir: 

wo 
^ ysin*«? + Ci — yci + 1 sinw? , , \t/-^— 9 ; 

y Ci cos «7 



wo=-y7i(q+i)J gj^,!^'^. , c. ^ — c 



du 

^2 r-iv-1-rvj 8in«i(; + c,' "1 

ist. 

Für c = erhalten wir die Bäcklundschen Transformierten 

der Pseudosphäre; die Gleichungen zeichnen sich dadurch aus, 

dass keine elliptischen Funktionen auftreten. Auf diese spe- 

ciellen Fälle sowie auch auf die allgemeinen Gleichungen soll 

nicht weiter eingegangen werden. Ebenso sollen auch die 

folgenden beiden Fragen nicht weiter erörtert werden, ob die 
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allgemeine Lösung der Gleichung (2), welche Enneper (Gott. 
Nachr. 1868) unter Annahme einer particulären Lösung an- 
gegeben hat^ unter der Annahme der in diesem Abschnitt 
enthaltenen particulären Lösung etwa zur Diskussion bequemere 
Formen annimmt, und zweitens ob die Anwendung des Bianchi- 
sehen Vertauschbarkeitssatzes, nach welchem, wenn die Bäck- 
lundschen Transformierten einer gegebenen Fläche gefunden 
sind, die fortgesetzte Anwendung der Bäcklundschen Trans- 
formation nur algebraische Bechnungen und Differentiationen 
erfordert, für die Theorie der pseudosphärischen Flächen inter- 
essante Ergebnisse liefert. 



-«•► 





•ische Rotationsflädie vom effiptischen Tgpus 
ction der Kurve Vf-Of^, fc,'3,dJi.(X'dOV' 



^ 



13, 




ische Rotationsfläche von hyperbolischen lypns 
Konstruktiofi der Kurve v^-O. 



iitlnLDTUckv.EscMjacli 3^ Scliaffi?r mieipzjq. 
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Thesen. 



I. 

Bei Anwendungen von elliptischen Funktionen verdienen 
die von Weierstrass eingeführten Funktionen den Vorzug. 

IL 

Es wäre wünschenswert^ dass in der Flächentheorie eine 
einheitliche, von allen Mathematikern anzunehmende Bezeich- 
nungsweise eingeführt würde. 

III. 

Gleichartige ethnographische Eigentümlichkeiten bei weit 
von einander entfernt wohnenden Völkern sind in der Regel 
auf gemeinsamen Ursprung zurückzuführen und oft Reste eines 
früher grösseren Verbreitungsbezirkes. 

IV. i 

Südamerika ist als selbständiger Erdteil aufzufassen. 



